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INTRODUCTION. 


Ce troisième Volume contient les Leçons que j'aifaites à 
la Faculté des Sciences dans ces trois dernières années. Il est, 
comme je l’avais annoncé, à peu près entièrement consacré à 
l’étude des équations différentielles. On ne trouvera pas ce- 
pendant, dans ce Volume et dans ceux qui suivront, un ou- 
vrage didactique sur ce sujet qui estimmense; bien des points 
classiques ont été laissés de côté, et, à cet égard, le titre de 
Tratté d'Analyse, S'il n'était consacré par la tradition, se- 
rait assez mal choisi. Le temps des encyclopédies semble 
passé; j ai eu surtout pour but d'exposer dans mes Leçons, 
avec les préliminaires nécessaires, quelques-unes des ques- 
tions qui intéressent particulièrement aujourd’hui les ana- 
lystes, et dont l’étude peut être utilement poursuivie. 

Il suffira d'indiquer succinctement les principales subdivi- 
sions. L'étude des singularités des intégrales des équations 
différentielles ordinaires, qui trouve son origine dans le Mé- 
moire classique de Briot et Bouquet, forme le sujet des pre- 
miers Chapitres. Cette partie importante de la Théorie a fait 
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récemment l’objet de divers travaux sur lesquels je m’étends | 
assez longuement, en donnant quelques applications. 

Le brillant développement de la théorie des fonctions d’une 
variable complexe avait fait un peu trop laisser de côté l’exa- 
men du cas où-tous les éléments figurant dans les équations 
différentielles sont réels. Sous l'influence des travaux de 
M. Poincaré sur les courbes définies par des équations diffé- 
rentielles, ces questions depuis quelques années ont été re- 
prises. Je reviens d’abord sur mes recherches relatives à di- | 
verses méthodes d’approximations successives, en me bornant 
pour le moment aux équations différentielles ordinaires, et Je 
passe ensuite aux travaux de M. Poincaré sur les solutions 
périodiques et asymptotiques. Dans le même ordre d'idées, 
les profondes recherches de l'éminent géomètre, sur la forme 
des courbes satisfaisant à une équation différentielle du pre- 
mier ordre et du premier degré et, en particulier, sa belle 
théorie des cycles limites trouvent ici leur place. 


Le reste du Volume est consacré à la théorie des équations 
différentielles linéaires; c’est un sujet qui a fait depuis trente 
ans l’objet d’un nombre considérable de travaux. Je dirai seu- 
lement ici un mot sur une digression qui pourra, au premier 
abord, étonner. Voulant étudier les analogies entre la théorie 
des équations différentielles linéaires et celle des équations 
algébriques, il m’a paru indispensable de reprendre les théo- 
ries algébriques pour faciliter au lecteur la comparaison; 
c’est ainsi que j'ai consacré un long Chapitre à la théorie des 
substitutions et aux idées fondamentales introduites dans la 
Science par Galois. On pourra suivre ainsi, j'espère, avec la 
plus grande facilité, le parallélisme entre le groupe de Galois 
pour une équation algébrique et ce que j'ai appelé le groupe 
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de transformations d’une équation différentielle linéaire, 


étude qui fait le principal objet du dernier Chapitre. 


J'adresse encore à M. Simart mes affectueux remerci- 
ments pour les conseils qu’il m'a donnés en corrigeant les 
épreuves, et qui m'ont permis d'apporter d’heureuses modi- 
fications à ma rédaction primitive. 


ÉMiLe PICARD. 


Paris, le 25 mars 1806. 
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ERRATA DU TOME III. 


Page 24, ligne 12, en descendant, tenir compte de la note de la page 190. 

Page 26, ligne 1, en remontant, lisez: Cette conclusion suppose que b n’est ni 
un entier positif, ni l'inverse d’un entier positif, ni une quantité réelle néga- 
tive, comme on le voit en se reportant au $ 1. Sauf quand à est un entier po- 
sitif, l'équation admettra.... 

Page 33, ligne 7, en remontant, lisez p + n—1 au lieu de p+(n—1:). 

Page 33, ligne 7, en remontant, lisez petits au lieu de grands. 

Page 34, ligne 5, en descendant, lisez $ ? au lieu de S 3. 

Page 37, ligne 14, en descendant, lisez équation au lieu de intégrale. 

Page 38, ligne 2, en descendant, mettez H au lieu de h. 

Page 49, ligne 7, en remontant, lisez z'o,(æ) au lieu de z'4,(x). 


dô 
Page 6, ligne 12, en remontant, lisez dx 4U lieu de 0. 


Page 65. Différentes lettres sont tombées qui se rétabI At d’elles-mêmes. 
Page 83, ligne 12, en descendant, lisez p au lieu de P. 

Page 85, ligne 11, en remontant, lisez dy, au lieu de dy. 

Page 95, ligne 8, en remontant, lisez w(z) au lieu de 9(x). 

Page 109, ligne 13, en remontant, lisez < o au lieu de > 0. 


: : W, k W 
Page 109, ligne 5, en remontant, lisez —2"# qu lieu de —2"=. 
8 9; [e) y W ) 
2 an 


Page 112, ligne 3, en remontant, il M le facteur W dans le second membre. 


Page 112, ligne r, en remontant, lisez Rs K- 


Page 114, ligne 8, en remontant, lisez c[u,,,(æ)—u,,;,,(x)] au lieu de 


I e 
" [us (æ)— up (æ)]: 


Page 133, ligne 14, en descendant, lisez l'intervalle au lieu de l'intégrale. 
$ >. H$ ) ) 


PE 4, ray 


Page 144, ligne r, en remontant, lisez des Lo) 0 aU lieu de — Ti F2Y =0. 
L 


! : T | 
Page 145, toutes les fois que le quotient —- se rencontre dans cette page, il doit 
2 


2 


être remplacé par x 7 
P P \ 3 


Page 151, ligne 11, en remontant, lisez —— re au Fel de ED. 
6 dzx° da? 
Page 165, ligne 4, en remontant, lisez x, = v,(t) au lieu de x,—v,(t). 


Page 169, ligne 5, en remontant, lisez première au lieu de uniforme. 


, À 2TL ; 2T 
Page 183, ligne 7, en remontant, lisez sn au lieu de Fer 


Î i 


XIV 


Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 
Page 


Page 


ERRATA, 


186, ligne 5, en descendant, remonter le £ dans les exponentielles. 
188, ligne 14, en descendant, lisez y au lieu de v. 
191, ligne 7, en descendant, lisez yi au lieu de vi. 
200, ligne 2, en descendant, /isez uk au lieu de uÀ. 

202, ligne 5, en remontant, lises P, au lieu de P. 

218, lignes 9 et 10, en descendant, lisez transformée de la proposée. 
251, ligne 14, en remontant, lisez yX,— xY, au lieu de TX, -— PAR 
234, ligne 1, en descendant, lisez x = rcosw au lieu de x = rsinv. 
242, ligne 12, en remontant, lisez un cycle au lieu de une spirale. 
240, ligne 3, en remontant, lisez fy au lieu de XBYy. 

246, ligne 5, en descendant, mettez le radical au numérateur. 

261, ligne 11, en remontant, lisez 


Dati fax fu az, 


....... ss...) 


=), f sa2 fuaz [... fwax. 


264, ligne 14, en remontant, lisez l'équation au lieu de l’intégrale. 

276, ligne 5, en remontant, lisez 2a, À, au lieu de a,A,. 

287, ligne 4, en descendant, lisez z au lieu de 0. 

287, ligne 8, en remontant, lisez a,, f!(0) au lieu de a, T0): 

299, ligne 11, en remontant, le n° 6 doit être remplacé par (6). 

209, ligne 1, en remontant, placez P,, après le signe +. 

304, ligne 2, en descendant, lisez prise de a, à à, au lieu de a, à a. 

306, ligne 10, en descendant, lisez X, au lieu de Z: 

306, ligne 15, en descendant, lisez 2, au lieu de DE 

315, ligne 8, en remontant, lisez = 22 qu lieu de = V 
2(1— x)? 2(1— x}? 


Rx É I I 3 I ’ 1 
323, ligne 12, en remont., lisez c° — . b? be au lieu de b? = A c?= — 


2 
: à 1 I 
324, ligne 7, en descendant, lisez c — —, b — =. 
a P 
329, ligne 17, en descendant, lisez r, au lieu de qe 


349, ligne 8, en remontant, lisez a au lieu de A. 
350, ligne 1, en descendant, lisez second membre au lieu de second cas. 
—— tt 


k 
(= +m) es ) 
e* au lieu de e 


352, ligne 9, en remontant, lisez imaginaire au lieu de réelle. 


350, ligne 2, en descendant, lisez 


381, ligne 8, en descendant, lisez dans l'intégrale r + 3° au lieu de 1 — 2. 


381, ligne 4, en remontant, lisez az" au lieu de a, z". 
386, ligne 3, dans la note, lisez autres au lieu de centres. 
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I. — Intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles 
dans le voisinage d’un système de valeurs singulières. 


1. On peut, comme nous l’avons vu précédemment (t. IT, 
p. 316), rattacher la recherche des intégrales d’un système d’é- 
quations différentielles ordinaires à l’étude d’une équation linéaire 
aux dérivées partielles. Reprenons l'équation 


(1) ARR SUR ..+X of 0, 


. . 2) mt 
0%] 02 


où X, X,,..., X, sont fonctions des ñ +1 variables +, æ1,..., 
æn. Nous avons démontré que, si les coefficients de cette équation 
sont holomorphes dans le voisinage de x°, x, ..., x, el si 


7 0 0 
X(æ0,æ1,...,27 


n’est pas nul, il existe une fonction f(x, æi, æ», ..., æ,) salisfai- 
P.— III. i 
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A LL ïd … LE 0 
sant à l’équation (1), holomorphe dans le voisinage dev meer 
æ°, et se réduisant pour x = &, à une foncuon donnée à l’avance 


(T1; Ta, ...; Tr), 
elle-même holomorphe dans le voisinage de xŸ, æ5, ..-, æ4. 
Nous avons déduit ce théorème (voir t. II, p. 318) d’une pro- 
position plus générale. S1 l’on a seulement en vue le théorème 
lui-même, on peut, tout en restant dans le même ordre d'idées, 
le démontrer plus rapidement comme il suit. Écrivons l'équation 


sous la forme 


Of _ x. AANRRENL SVT | 


ns ui - sue NES 
0x 0%: 0Z2 AA 


Soit, pour abréger, 


= us (1 fe à 
SN ui 


Ÿ© 


IN DIE 


et soit, de plus, la foncuon # nulle pour +, =...—=#%n—0; ce 
qui revient à remplacer f par f augmentée d’une constante conve- 


nable. 
Si Ja fonction satisfaisant aux conditions de l'énoncé existe, 'on 


pourra, à l’aide de l'équation (E), effectuer son développement 
suivant les puissances de æ, æ1, -.., Æn. On aura, en effet, les 
valeurs de toutes les dérivées partielles de f pour 


CLR = ln = 0) 


c’est d’ailleurs ce que nous avons déjà dit (t. If, p. 319). Il faut 
montrer que le développement ainsi obtenu est convergent tant 
que les modules des x sont suffisamment petits. 

La démonstration de la convergence va encore résulter d’une 
comparaison avec un système convenable. Soit M le module maxi- 
mum des X quand x reste dans son plan à l’intérieur d’un cercle 
de rayon & ayant l'origine pour centre, et Que Z1, Æ2, +++; En 
restent respeclivement dans leur plan à l’intérieur d’un cercle de 
rayon b. Nous pouvons prendre comme fonction de comparaison 
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OO) 


Nous aurons alors à considérer l'équation 


OU M OÙ OU 
— — +...+ — |, 
0%; (5 A 


dx *b ( 2) ( HAE. + 2) 
1——) (a 2 
a 0 


et nous prerdrons comme valeur initiale de U pour æ — 0 
N 
: T'} —+- . . .—++ Ln 2 
b 
en désignant par N le module maximum de @. Or l’existence de 
la fonction U se démontre immédiatement. On peut présumer de 
suite qu’elle se réduira à une fonction de x et de z, en posant 


B = Li+ Lo... + Lm 


On a donc à étudier l'équation 


et l'intégration de cette dernière équation est immédiate, On 
peut, si l’on veut, la ramener à une équation à coefficients con- 
stants, en faisant sur æ et sur 3 les changements de variable indi- 
qués par les relations 


ee Pt, (— 5) Hide, 


æ'— 0, 3 = 0 correspondant à æ — 0, 5: — 0. On a alors l’équa- 


tion 


oU OÙ 
ue n M 52? 


dont l'intégrale est visiblement 
U= (2: +nMx). 


L'intégrale qui nous intéresse s’obtiendra donc immédiatemeat. 


2. Nous allons maintenant étudier le cas où ic théorème géné- 
ral qui précède ne trouverait pas son application. Prenons l’équa- 
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tion à z variables indépendantes 
me) d : 
(2) HER ++ Ân là == 0) 


où X4, Xo, +, Xn sont des fonctions des » variables x, 
Las ses Æn. Si les X, holomorphes par hypothèse dans le voisi- 
nage de Z1=%Z2—=...—=%n—0, s’annulent tous pour ces valeurs 
des variables indépendantes, le théorème précédent ne nous ap- 
prend rien sur l'existence des intégrales de l'équation (2) dans le 
voisinage des valeurs zéro des variables. | 
Nous remarquerons d’abord qu’on peut, en général, supposer 
que les termes du premier degré dans Îles développements des 
coefficients X,, ..., X, se réduisent respectivement à 


A1 Ti; À De ee Tr 
Soient, en effet, 
Xi = Gti + dote +... + din Tnt..., 
X» = oi Li + du Lo+...+ don Ln Tr... 
NS —= An T1 + An2 La +. . + Ann Ln +: 
Faisons le changement de variables linéaire 

Vi = Qi 1 + Lo Lo... + Ain Tr; 

Ja — A1 Li + L29 Ta Te. + Laon Th: 

Vn= Ani%1 + An2La te... + AEnnTn: 


Pour que, dans l'équation transformée en y, les termes du pre- 
mier degré, dans les coefficients de 


a of of 
dy 1 k OV 2 É 6 OY n 


soient respectivement 
M Yi 2 Va; ..) NAN ian 
on devra avoir identiquement 


(Guiti+ data tr... + Zintr)üi+: rie (An Ti +. .. + Ann£n) Lin 


—= À (ai Ti + Uj2 Lo +. . .—+ Ain Tn)- 
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Il en résulte de suite que À,, X:,...,), sont les racines de l’équa- 
ton 


dir — À Œo1 re Œn1 | 
di2 Go — À ... Œn2 2.5 
| din don 5 MAR 


Nous plaçant dans le cas général, nous supposons distinctes les 
racines de cette équation, et nous pourrons alors déterminer le 
changement de variables donnant à l’équation la forme indiquée. 


3. Partons donc de l’équation 


(3) (A1 " Er + (À9 Do À ND Een t MON dr es.) Re 


A 


les termes non écrits dans chacune des parenthèses étant de de- 
gré supérieur au premier en Zi, Lo, see) Tne 

Nous allons chercher à trouver une fonction satisfaisant à cetle 
équation. On ne pourra pas, en général, trouver de fonction ho- 
lomorphe au voisinage de æ,—=...—%Xn—0. 


Laissant, pour un moment, de côté l’équation (3), nous envi- 
sagerons l'équation suivante : 
of 


Queue) D ++ Oasnte.) SE AU 


Peut-on obtenir une intégrale de cette dernière équation, holo- 


morphe au voisinage de æ, =Z%23—=...—Z%n—0, intégrale qui de- 
vra nécessairement s’annuler pour ces valeurs ? En dérivant succes- 
sivement l'équation p, fois par rapport à 1, Ps fois par rapport à 
Lo, ..., Pn f0is par rapport à Zn, et SANT — 0, 
on obtiendra la valeur de 


SLT En *‘+Pn fa 


TS 
= 
ss 


FREE TER OUT T1—= La—=... — Cn—=0O0 
Den (RON FIRE Ps rh 
; nm 


exprimée à l’aide des valeurs des dérivées partielles de f d'ordre 
inférieur à P4 + Pate ee + Dr) correspondant aux mêmes valeurs 


: CRE, 
des variables. Seule la dérivée # (POUr is — Tr — o) ne se 
1 


_ trouve pas déterminée par l’équation différentielle, tandis que les 
P b q | ) q 
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autres dérivées partielles du premier ordre ont une valeur nulle. 

Ce que nous venons de dire suppose que le coefficient de Pex- 
pression (4) n’est pas nul; or ce coefficient se calcule immédiate- 
ment : il est égal à 


A1(Pi—1) + À2P2 +. 5 La ADN 


Nous devons donc supposer que la somme précédente ne s’'an- 
nule pour aucune valeur positive et entière de ps, Pa, + ++; Ph; 
à l'exception, bien entendu, de 


Pi P2=..— Pn— 0. 


Dans ces conditions, ayant pris arbitrairement le coefficient 
de x, dans le développement, tous les autres coefficients sont dé- 
terminés. /l s'agit de savoir si ce développement est conver- 
gent, les x ayant des modules suffisamment petits. 


4. Nous ferons, en premier lieu, une observation d’un carac- 
tère géométrique. Considérons le quotient | 


PATATE Pareil 


(5) 


Nous aurons besoin, pour la démonstration de la convergence, 
de supposer que le module de ce quotient reste supérieur à un 
nombre fixe différent de zéro (les p étant des entiers positifs 
quelconques, en excluant seulement la combinaison p, =1, 
P2=P3=..:—=pPn= 0). On aperçoit facilement un cas dans le- 
quel il en sera certainement ainsi. Marquons sur un plan les 
points A1, À9, +++, À», et supposons qu’on puisse tracer un con- 
tour convexe G comprenant à son intérieur les points précédents, 
mais ne comprenant point l’origine. On est alors assuré que 


l Pi + À9 Po +. RE ÂnPn 
PiTPe+... + Pn 


reste supérieur à un nombre fixe, car le quotient entre crochets. 
est l’affixe du centre de gravité de masses p1, De, ..., Pn respec- 
tivement placées aux points À1, Àe, ..., An, et ce centre de gra- 
vité est certainement à l’intérieur de C. Écrivons maintenant l’ex- 
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NI 


pression (5) sous la forme 


MPite..+nPn À: 

I 
| PitPat..stPn 
Or les seconds termes du numérateur et du dénominateur devien- 
nent de plus en plus petits à mesure que les p augmentent. Donc, 
quand p, + pe +... + p, est supérieure à un cerlain nombre assi- 
gnable, l'expression (5) n est certainement pas nulle. D'autre part, 
quand la somme des p reste inférieure à un nombre déterminé, le 
module du numérateur de (5) doit nécessairement avoir un mini- 
mum, et ce minimum ne peut pas être nul d’après la supposition 
du numéro précédent. Nous sommes donc assuré, sous la con- 
dition des deux hypothèses faites, que le module de l’expres- 
sion (5) reste supérieur à un nombre fixe que nous désigne- 
rons par €. 


5. Nous allons démontrer que le développement obtenu est 
convergent en adoptant les hypothèses indiquées ci-dessus. Po- 


sons 
fi Ati + ?, 


e commençant par des termes du second degré et À étant une 
constante arbitraire. Nous aurons 


dv de 
| Mai + ms + +ntns — 1,0 
(6) ; 1 2 [2 
is + © FM FANS PAT SLANET 
—= 91 0) QT . 1) $ Y; 


les développements de w,, 5», ...,w, et à commençant par des 
termes du second degré. 
Désignons par M le module maximum de w,,%:, ..., ,, et q 


quand les variables sont respectivement dans leur plan à l’intérieur 
d’un cercle de rayon a. Nous considérons l'équation 


ot à op 
€ Han 207, BP CAOMONETETR LP 


| 0T9 n 
53 M rer ne EN Ar 
(7) Li + + Th [47 
T3 (44 
av ov hs 
\ i 0Z: 0%» 0Tn 
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Nous allons voir dans un moment qu’il existe une intégrale V 
de cette équation s’annulant, ainsi que ses dérivées partielles du 


premier ordre, pour æ,—=Æ>=...—x,— 0. Or la comparaison 
des équations (6) et (7) est immédiate; le coefficient de 


DIRE Pr 0 


— DTA ET Sn 
Det Loue LIN pie 


dans le calcul des dérivées successives à l’aide de l'équation (6) 
est, comme nous l’avons vu, égal à 


A1 (Pi—1)+2pPat... +) Dn 
tandis que, pour l'équation (5), le coefficient correspondant est 
e( Pi — LED + On). 


Il est donc clair, d’après la définition même de e&, et en remar- 
quant que %,,%2, ..., ©, et Ÿ ont été remplacées par des fonctions 
de comparaison jouissant des propriétés que l’on sait relative- 
ment aux valeurs de leurs dérivées partielles, que la série v tirée 
de (6) convergera quand la série V tirée de (7) sera elle-même 
convergente. Nous n'avons donc plus qu’à étudier l'équation (7). 

Nous pouvons présumer que V est une fonction de w, en posant 


UTILE Ty. 


L’équation (3) devient alors 


que nous pouvons écrire 


(42 


dV M'u? adNV 
CRE VC SFA 
du dt du 

M' étant une constante. Il faut voir si cette équation admet une 
intégrale holomorphe dans le voisinage de # — 0, et s’annulant 
pour cette valeur ainsi que sa dérivée première. Or l'équation 


précédente est une équation linéaire du premier ordre que nous 
mettons sous la forme 


— —— = — ——— 0 


(u— n M =) dV V n M'u2 


a—u) du de" 
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Une intégrale de l'équation sans second membre est 
uo(u), 


o(u) représentant une fonction holomorphe autour de l'origine 


[o(0o)=<o]. Posant alors V— Cuw(u), nous trouvons pour Le 


uné fonction holomorphe; C sera complètement déterminé par la 
condition de s’annuler pour & — 0, et nous aurons bien pour V 
une fonction holomorphe dont le développement commence par 
un terme en w?. Notre démonstration est donc complète. 


6. Nous pouvons élargir un peu l'hypothèse faite au $ 5. Il a 
été admis dans ce numéro que l'expression 


A1(Pai—1)+apat...+ ÀnPn 


ne s’anaulait pour aucune valeur positive ou nulle des p, autres 


Que Pi 1, Pr—...—pr=—=0. Cette somme pourrait s’annuler 
pour des valeurs positives des p correspondant à 


Pit Pat... + DPn—= 1; 


sans que notre démonstration subit de modification importante. 
Ceci revient à dire qu’une des quantités k2, ..., Àn pourrait 
étre égale à À. Qu'arriverait-il, en effet, dans ce cas? 

Si l’on a, par exemple, X— (122), la dérivée partielle du 
premier ordre . pour les valeurs nulles des variables ne sera pas 


déterminée par l'équation différentielle, elle restera donc arbi- 
traire ; à ce point près, rien ne sera changé dans la démonstration. 
On posera seulement 


f=Ar+Bzi+ V, 


À et B étant des constantes arbitraires, et la démonstration se 
poursuivra comme au $ à. 


En résumé, l’équation 


Ô 0 0 
(ax) (Ait +. : y # + (2 De +. ë SE nl 0 HAT. HE Le —= Af 


admettra une intégrale holomorphe dépendant au moins 
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d’une constante arbitraire, si les conditions suivantes sont 
remplies : 


1° La relation 
A1(Pi—1) + oPa+...+ nn = 0 


n’est vérifiée pour aucune valeur entière et positive des en- 
liers p satisfaisant à l'inégalité 


Pa PEN Da =: 


2° Si l’on marque sur un plan les points correspondant aux 
aflixes HS 2 > Ans Fe) [UE On peut {racer un contour convexe com- 
prenant ces points à son intérieur, mais ne comprenant pas 
l’origine. 


On peut évidemment substituer à la seconde condition la sui- 
vante : Une certaine droite passant par l’origine laisse tous 
les points d’un méme côté. 


En supposant remplies les conditions indiquées, cherchons 
maintenant ce que nous pourrons tirer du théorème précédent 
pour l’étude de l'équation proposée 


VE + 


0 
(8) Quest...) TE HUE Et 


Désignons par f, une intégrale holomorphe de l’équation (x), 
par f: une intégrale ol Ee de l’équation analogue à (x), 
mails où À, a été remplacé par À. Nous avons 


(AiTi+.. Jen “e net e ere VE À + Quant.) UNE 
(Mare D 2  +(ka+.. V +. HONTE = = Ào fo; 
ce qui peut s’écrire 
4 ne 
Quart.) SA ++ (nat) RER = 1, 
A ne, 
Quzit- MERE + Ont.) EE le 
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par suite, en retranchant ces deux équations, on voit que 


1 + 
hi 1 

log 1”, et par suite fs, 
JE TRES 


satisfont à l'équation (6). 


Il n’est pas inutile de remarquer que cette intégrale ne devient 
pas illusoire quand À, = À2. En effet, dans ce cas, les termes du 
premier degré en x, et x: sont arbitraires dans f, et dans fo 
(voir $ 6); on a donc 


Ver À: + Br: “TA Ce 
ee A'x1 + B'r + 


en n'écrivant que les termes du premier degré; les À et les B 


étant arbitraires, le quotient À ne se réduit certainement pas à 
une constante. | 

En mettant successivement dans le second membre de l’équa- 
tion (x), à la place de À,, les autres valeurs des À, on obtiendra 


n fonctions holomorphes 


Ter Î2 .…. Îns 


et, d’après ce que nous venons de dire, on aura #7 — 1 intégrales 
de l’équation (B), à savoir : 


és Le 

a AL fa 
See ET , CEE — 

ion 2 


Ces n — 1 intégrales sont distinctes, c'est-à-dire qu’il n'existe 
pas entre elles de relations. Dans le cas contraire, on aurait une 
relation entre fi, fo, ..., fn, et, par suite, le déterminant fonc- 
tonnel 


DO PT) 


D (x1, La, ..., Tr) 


serait identiquement nul. Pour démontrer qu’il n’en est pas ainsi, 
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renons d’abord le cas où tous les À sont distincts : on aura alors 
P ? | 


Ti + . 


fa Antn+...;, 


en n'écrivant que les termes du premier degré. Les À étant arbi- 
traires, le déterminant fonctionnel de ces fonctions ne peut être 
identiquement nul. 

Si l’on suppose que deux ou plusieurs des quantités À soient 
égales entre elles, il n’y a pas plus de difficultés, puisqu'on peut 
encore donner cette même forme aux f. 

En résumé, on pourra obtenir, dans le voisinage de 
T1 Lo... —Tn—=0, UN Système de n—1 intégrales dis- 


tinctes de l'équation 


| of QUE | | frs 
NÉ pee ht ts HORenERENe — 0 


quand les conditions du $ 3 seront vérifiées (1). Il faut ajou- 
ter, bien entendu, qu’à la première condition mentionnée dans ce 
numéro doivent s'ajouter celles qui en dérivent par permutation 
des nombres 1,2,...,n. 


IT. — Applications aux équations différentielles. 


8. Nous pouvons déduire des théorèmes précédents des résul- 
tats intéressants concernant les équations différentielles ordi- 
naires. Envisageons le système d'équations différentielles ordi- 
naires du premier ordre 


(8) dx; da dEn 
= = = =... —= ——;) 
X: X, LAS 
les X s’annulant pour æ,— xe—...—x»=— 0; nous allons indi- 


quer un cas étendu où nous aurons des courbes intégrales pas- 


(*) Ge théorème, sous sa forme générale, a été démontré par M. Poincaré dans 
sa Thèse Sur les propriétés des fonctions définies par les équations aux diffé- 
rences partielles (Paris, 1839). La forme géométrique donnée aux conditions est 
particulièrement intéressante. 
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sant par l’origine. Il ne sera pas inutile de préciser celte ex- 
pression de courbes intégrales. Tout système de quantités x1, 
Lay. Æn, Satsfaisant aux équations différentielles précédentes, 
forme une multiplicité à wne dimension (c'est-à-dire dépendant 
d’un paramètre), et l’on peut, si l’on veut, considérer cette multi- 
plicité comme une courbe dans l’espace à » dimensions. C'est 
dans ce sens que nous parlons d’une courbe intégrale : nous ne 
faisons qu’étendre à n quelconque une expression dont le sens est 
immédiat dans le cas de deux et trois dimensions. Le système (8) 
étant l’équivalent de l’équation aux dérivées partielles 

of 


X1 =— + X: 
0Z: 


of SE 


! 
+ 


02 “2 0Œhn 


NE 


nous sommes assuré de pouvoir, en général, par un changement 
linéaire de variables, réduire les équations à d’autres, dans les- 
quelles on aura 


tletolalats nee sinus le four 


en nous bornant à écrire les termes du premier degré. Plaçons- 
nous donc dans cette hypothèse. Je considérerai alors le système 


suivant 
dx: RG dT2 &! Dr La dt 


FAIT TREND  NPIE 


£ étant une variable en fonction de laquelle nous voulons exprimer 
Lys Los -.., &n. Nous avons un système de même forme. On a à 
considérer ici les 7 + 1 équations 


Of of PA TN 0 PCIe AT EN RREO 
Dr Pr UE UE Fo DATA EN Eee PR 
dfn+1 dfn+1 LEA CR dfn+1 ; Ofn+1 ra : 
nn geo ont: 


on pourra prendre pour les f: des fonctions indépendantes de £ et 
qui seront précisément celles que nous avons étudiées dans la 
Section précédente, dans l'hypothèse où les À satisfont aux 
conditions indiquées. La fonction f; content simplement un 
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terme en +; comme terme du premier degré; nous regarderons les 
fonctions f; comme parfaitement déterminées, en donnant aux 
constantes désignées précisément par A; ($ 7) des valeurs nu- 
mériques. 

Nous pouvons ensuite prendre pour » + riè"e fonction 


ati = L. 


Nous avons donc les n intégrales 


Ji (T1; Po, PE 7 2e ue) 1" 


2 D 
h 1 

a (rise 1) C 
FU ee 29 

RE TL To en Dr ; 

PARA in à 

PT ne SR nn D — nm 
Chn 


9. Des équations précédentes on peut tirer des développe- 
ments de Zi, Ze, ..., æ, Suivant les puissances entières et pPo- 
sitives de th, #h, .,., Pu, puisque le déterminant fonctionnel 
des f ne s’annule pas pour les valeurs nulles des x. Le développe- 
ment sera convergent si les modules de 


Crau C 28 NN 


sont suffisamment petits. Des circonstances très diverses pour- 
ront à cet égard se présenter. Un cas très favorable serait celui où 
les parties réelles de tous les À seraient positives. Dans ce cas, 
t tendant vers zéro dans une direction quelconque, les modules 
précédents tendraient vers zéro, et æ,, Æ», ..., æ, tendraient 
eux-mêmes vers zéro. Nous avons donc alors un ensemble de 
courbes intégrales passant à l’origine et dépendant de nr — 1 con- 
stantes arbitraires (l’élimination de { ne laissant manifestement 
que 7? — 1 constantes ). 

Le cas où les parties réelles des À seraient toutes négatives n’est 


° , Là 4 ® = I 
pas différent du précédent, puisqu'il suffit de changer t en s PORL 
y être ramené. 


Supposons maintenant que les parties réelles soient seulement 


posilives pour 
ALP AS ER IE Van 
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DM O Ci 0, et l’on aura des développements 
de æi, Z2, ..., A Suivant les puissances de #u, #h, ..., dy, ce 
qui donne un ensemble de courbes intégrales passant à l’origine 
et dépendant de p — 1 constantes arbitraires. En changeant # en 
2? et faisant alors C,— C —...— C — 0, on aura un autre en- 
semble de courbes intégrales passant à l’origine et dépendant de 
n — p arbitraires. 

Nous nous sommes placé dans les cas les plus simples, de ma- 
nière à pouvoir faire tendre £ vers zéro dans une direction quel- 
conque (l'argument seulement restant fini). 

On pourra avoir d’autres intégrales qui correspondent à 4 ten- 
dant vers zéro suivant une certaine loi. Ainsi, soit À — 1, ce qui 
ne diminue en rien la généralité, puisqu'on peut diviser les X 


par À,, et soit 
À = @ + bt, 


a étant négalif. Pour ne pas m'occuper des autres valeurs des X, Je 
fais 
Diet (ee Où 
Supposons, pour fixer les idées, b > 0. En posant 
": ’ Ë 
= reti, 


on a 
| the | — ea log r—00. 


Faisons suivre au point (7, 4) la spirale 
r = e—m0 (m>o), 
Ô tendant vers l'infini positif. On aura 
alogr—b0—=—(am + b)0. 
Si donc m a été choisi de telle sorte que 
am+b>o, 


et 1l suffit pour cela de le prendre assez petit, on est assuré que 
|t| et |] tendent vers zéro. | 
S1 l’on avait eu b < 0, on aurait pris une spirale 


PCT CES 0), 


. tendant vers l'infini négatif. 
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On obtient donc ainsi, dans tous les cas, un ensemble de 
courbes intégrales dépendant d’une constante arbitraire, qui ne 
rentrera pas, en général, dans les ensembles de courbes intégrales 
considérées plus haut. | 


10. Nous pouvons facilement généraliser les résultats précé- 
dents en considérant le système 


dæ: 
re Sri (4) ..) Ch) L}, 

dd | 
u re RSA TR CR nt) | 
A 5 Mn OI ; ’ 

dus 
U #A On(Ti1 Ta, > Tnt), 


les © étant des fonctions holomorphes dans le voisinage de 


Ti L2—...—=%Æn—=t—=0 et s'annulant pour cés valeurs. On 
voit bien aisément, comme plus haut, qu’en général (Ur Ies 
termes du premier degré en æ,,%»,...,Æmt peuvent être suppo- 
sés respectivement réduits dans w,, ..., On à M Ti MTS 
ÀÂn Zn : C'est ce à quoi l’on parvient, en gardant la variable £ et en 
effectuant sur les + un changement de la forme 


/ 
Ti = dns +... + Ain Cn+ b, 3 


To — ln Li +... + Con Ln + Da d, 


nr ere es: 1e, 0 "0, dj S.0:9 4 63e sn usiaiais eo 2 biere 0e 


dx; 

l—— —= À1æi +..., 
dé de 

do 

t— =) x FEAR 
dt the 

Bis Late LT STRESS E s 
dx 
SrÉ —= Ana ï ; 


me 


(:) I y a des cas particuliers où cette réduction est impossible, mais nous ne 


nous y arrètons pas pour 2 quelconque. Nous en ferons l'étude approfondie 
pour x = 2. 
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où 1c1 les termes du second degré ou de degré supérieur peuvent 
renfermer £; c’est ce qui distingue Le cas actuel de celui que nous 
avons examiné dans les deux numéros précédents. Si les r +1 


quantités 
À; À», CHLORE" À T 


salisfont aux conditions requises pour l'application de la théorie 
développée ci-dessus (première Section de ce Chapitre), nous au- 
rons le système d’intégrales 
PIN le LS D ‘ 
JC Ds Ton sois en — 2 (CEE TL): 
ki 
les f étant des fonctions holomorphes en #, x,, PORN Dre ele 
développement de Ji ne renfermant que æ; comme terme du pre- 
mier degré. On peut étendre à ce système les remarques du nu- 


méro précédent : les æ se présenteront sous la forme de séries 
ordonnées suivant les puissances entières de 


PP CS, 2 the 


2 

et l’on doit ici supprimer ce qui était relatif au changement de 4 

en => qui n'aurait plus aucune application uisque les f dépen- 
en b PI PO p 


dent de &. 


III. — Étude directe de la forme des intégrales des équations 
différentielles ordinaires. 


14. Les développements de x,, Ta, ++.) Æn Suivant les puis- 
sances de £h, #h, ,.., fu, d'où nous venons dé tirer ASTOLL A) 
des conséquences importantes relativement aux intégrales du sys- 
tème 

X1 X> 
n'ont été établis que sé les À satisfont aux conditions indiquées 
dans la première Section de ce Chapitre. Dans le cas contraire, 
rien ne subsiste de nos résultats. Il y a là une lacune que nous 
allons, autant que possible, chercher à combler. 

Reprenons donc les équations du n° 8. 


dx do dx 
(9) Re XX 1, TE ANT …) te = Xn 


T 
an 
me 
a 
2 
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les X ne dépendant que de æ,, æ», .…, æn etayant respeclivement 
pour termes du premier degré À,æ1, À2%», +.., 1nÆn. Supposons 
que parmi les quantités À on puisse en trouver y, 


À, ne .., X5 (v£n), 


satisfaisant aux conditions suivantes, dont les deux premières 
rappellent celles de la Section I. 


1° On peut tracer une droite passant par l’origine et laissant 
d’un même côté les points du plan ayant pour affixes À,, Ào, ..., À. 


2° Aucune des équations 


A(Pi—1)+2Pat...+ 1, py= 0, 
À1 Pi + Ao(Pa—1) +... + Ày Py= O, 


11 Pi+ Ào Pa +. + À,(py—1) == (fi) 


ne peut être vérifiée pour des valeurs des p entières et positives 
satisfaisant à l’inégalité | 
Pi+pPa-t...+py22. 


3° Nous supposons enfin que, pour aucune valeur des entiers 
positifs p, on n'ait 


Mpi+2Pat...+ypy= À; (T = ve 


les p satisfaisant à la même inégalité. 


12. Nous allons démontrer qu'on peut trouver pour %x;, 
Lo, +.., Æn des développements procédant suivant les puis- 
sances de 


1 
ê, 


et convergents si les modules de ces quantités sont suffisam- 
ment petits. 
Soient 
Vi= th, V2 = th, AA VV = th, 


On va considérer pour un moment les x comme fonctions des 


SINGULARITÉS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, 19 


variables indépendantes y (1). En écrivant que les équations (9) 


sont vérifiées, nous obtenons le système d'équations aux dérivées 
partielles 


à ; 07: nr (4 ES mé 0x Rx 
ÉSrurr 3 ER Aer Pal \1 score be = #71" .. 
1 oyi 2 2 0V2 Vy ÿ 1 1 
À 0» ÔTo 
À — + 9 Yo —— +... +), “= 10% 
1:F a dy 2.ÿ2 dy D JS ; 2 + ? 
RS ee neo fete + 6 + 0 «0 + + se ein Ua 5 Us e . ] 
Th N dr GE ns 10 
A1 Yi dy: î 2 Va da Ê ont ra 13 : = Ànln —- , 


Montrons qu’on peut satisfaire à ces équations en prenant pour 
les æ, des fonctions holomorphes des y. La démonstration pré- 
sente une grande analogie avec celle qui nous a occupé au $ ©. 

Les équations précédentes permettent de calculer de proche en 
proche les dérivées partielles des + pour les valeurs zéro des va- 
riables y. Seules les valeurs des dérivées du premier ordre 


07: OL 0Ly 
V1 à 0» Û de 0Vy 


restent arbitraires (CH 


Le coefficient d’une dérivée d’une quelconque des fonctions x, 


OPitPate+p,, Th 


SE —— (Ron) 
DÉCO OyE* 


est de la forme 


MpPitkipat...+n(pn—1)+...+A)py (pour h£<yv) 


et de la forme 


M Pi+ 2Pate..+ y py— y (pour A > v). 


(*) J'ai pour la première fois appliqué cette idée de substituer, pour l'étude 
de leurs intégrales, à des équations différentielles ordinaires des équations aux 
dérivées partielles convenables dans deux Notes Sur la forme des équations dif- 
Jérentielles du second ordre dans le voisinage de certains points critiques 


(Comptes rendus, t. LXXXVII, :878). L'analyse qui suit n’est que le développe- 
ment de cette idée. 


(*) En disant ceci, je suppose tous les À différents; mais le cas où deux ou 


plusieurs À sont égaux ne présente pas ici plus de difficultés que dans la Sec- 
tion I. 
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D'après les hypothèses failes au nüméro précédent, les mo- 
dules de ces coefficients sont supérieurs à 


(Pa + Paste..+ Py—1), 


e étant un nombre fixe. On le voit en raisonnant absolument 
comme au $ 4 de ce Chapitre. 

Il est facile maintenant de trouver des équations de comparai- 
son permettant d'établir la convergence des développements que. 


nous venons de former. Ecrivons d’abord les équations sous la 


forme 
0x 0x 0x 
Mig + À a ire PT 1 D1 = 91128 » La); 
Tate MS PROS Le dE RSR ' 
* 07, 0x ÔT) à 
ER lo ds +. + y DIE havre AGATE ZT 3 En 


les o ne renfermant pas de termes du premier degré. Nous D 
mons alors le système 


OV; OV; OV; 
1 Ve VV 


Pour raison de symétrie, tous les V sont égaux, et nous avons 
seulement une seule équation, qui se réduit à une équation à une 
seule variable V, ne dépendant manifestement que de 


UE Vi Pa En ER 
On a finalement une équation de la forme 


dV M' V? 
u— — V — 


du D nN. 


et cette équation admet une intégrale holomorphe s’annulant 
pour # — 0, et dont la dérivée première prend, pour celte valeur 
de w, une valeur arbitrairement donnée. 

Nous avons donc, pour æ,, æ», ..., æ», des fonctions holo 
morphes de y1,Y»,...,7, dans le voisinage de 


Fi ÿ2—...— Yy— oO. 
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En remplaçant y1, Ye, «.., y, respectivement par 


PC, 4, Cm 


on obtient, s’il est possible de faire tendre t vers zéro, de ma- 
nière que les modules de toutes ces puissances de t tendent 
en méme temps vers zéro, des intégrales du système (9) tendant 
vers zéro avec la variable £. Ces intégrales dépendent de y con- 
slantes arbitraires. 

On voit que le résultat que nous venons d'établir est plus 
étendu, tout en étant de même forme, que celui de la Section pré- 
cédente. Les hypothèses essentielles portent seulement sur y» des 
constantes À, au lieu de porter sur toutes ces quantités. 


13. La généralisation est immédiate pour le cas où les X con- 
tiendraient £, et où nous aurions, comme au $ 10, Le système 


dx; à 

t ro NEO TRUE t), 
dd 

er = Do (T1, Do, Th; TC); 
TE DR An 6: PRE NET , 
de n 

l di = Pn( T1, 2, » Tnt) 


Nous pouvons, comme au paragraphe cité, supposer que les 
termes du premier degré en æ,, X2, ..., æ» et t se réduisent res- 
pécitement danso,,.. 10, à A1, se, Àntn. 

Nous cherchons ici un développement ordonné suivant les 


puissances de 
do (YPETE)S 


Nous aurons les mêmes hypothèses à faire que plus haut, sauf 
que nous avons 1C1 y + 1 quantités 


bg re À À PC À 


On devra donc pouvoir mener par l’origine une droite laissant 
d’un même côté les y +1 points ayant ces affixes. De plus, on 


supposera qu'il n'existe aucune relation de la forme 


PiMpolot...+(Pn—1)}n+... + pyhy + Pyr = 0 (pour À £ y), 


22 CHAPITRE I. — SINGULARITÉS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, 


les p étant des entiers positifs dont la somme est au moins égale à 
deux. 


Enfin on n’a pas de relation de la forme 
Piki+ Palo +. + Py y + Pyxi = À; (= VEN 
les p étant assujettis aux mêmes conditions. à 


Il n’est pas besoin de recommencer un nouveau raisonnement. 
Nous sommes ramené au cas précédent en considérant le système 


dx; 
Pope — O1 (T1, Do, sn, Tn+1 ); 
der 
D PTT pe Pr (T1, La +) Tns Tn+1) 
y Tn+1 x 
= Ln+r1 
dt 2+1) 


et en prenant la constante qui figure dans +,,,, de manière que 
celle-ci se réduise à /. 


Nous trouvons ainsi des séries ordonnées suivant les puis- 
sances de 
th ds, 


, …..) 


et qui dépendent de y constantes arbitraires. 


On pourra toujours tirer paru du théorème précédent, ne 
fût-ce qu'en se bornant à y— 0. On aura alors pour les x des 


fonctions holomorphes, qui ne dépendront d’ailleurs d’aucune 
arbitraire. l 
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CHAPITRE II. 


DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 
DU PREMIER ORDRE A DEUX VARIABLES. 


Examen du cas général. 


1. Nous allons appliquer à l'équation 


LAN UT 


Dre 


les résultats généraux qui viennent d’être établis dans le Chapitre 
précédent. 

On suppose que X et Ÿ s’annulent pour x = y —0 et sont des 
fonctions holomorphes de x et y dans le voisinage de ces valeurs. 
Soient 

KI AM 0 PI Et. ; 
Y—=ax + by... 


D'après ce que nous avons dit (Chap. I, $ 2), on pourra faire 
un changement linéaire de variables sur æ et y, si l'équation du 


second degré 
EX b 
(1) 0 


a’ DESX 
a ses deux racines distinctes, de telle sorte que l'équation de- 


vienne 
dx; ds 


© EE ——————————— 
Adi +... 19% +... 


les termes non écrits dans les dénominateurs étant au moins du 
second degré; les deux coefficients À, et À sont les racines de 
| l'équation (1). On peut évidemment supposer que l’une d’elles se 
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réduit à lPunité. Nous écrirons alors, comme précédemment, le 
système d'équations 


dx 

L NT Scie 
dt Le 
; Las La + 
GTR 


el nous n'avons qu’à appliquer, dans ce cas particulier, nos con- 
clusions générales. 

Reportons-nous au Chapitre précédent; nous avons à considé- 
rer les deux points 


: 


TL (on suppose À <o). 


Si) n'est pas une quantité réelle négative, on pourra évidem- 
ment mener par l’origine une droite laissant les points d’un 
même côté. De plus, dans cette même hypothèse, aucune des 
égalités 

A(PISE I) ns == 0, 
ÂPi+P2—1 —=o 


ne peut se trouver vérifiée, les p étant des entiers positifs dont la 
somme est supérieure ou égale à deux. Nous aurons donc des dé- 
veloppements de x, et x: suivant les puissances de 


C£ et C'À (Cet C’ constantes arbitraires ), 


développements convergents si C4 et C/ 2 sont de modules suff- 
samment petits. | 

Une distinction est manifestement à faire, suivant que la partie 
réelle de À est positive ou négative. On pourra, dans le premier 
cas, faire tendre # vers zéro d’une manière quelconque (son argu- 
ment restant fini). Dans le second cas, il faut, au contraire, faire 


tendre £ vers zéro d’une manière convenable. Soit 
—=a+bi (a<o), 
et Supposons à > 0. En posant 4 — reli, on a 
AJ = extsr-0; 
faisons suivre au point (7, 0) la spirale 


r Æ e—m (m > Oo), 
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0 tendant vers l'infini positif. On aura 
a logr — b0 —— (am + b)0. 


Si donc m a été choisi (il suffit de le prendre assez petit) pour 


que 


am—+b>o, 
[2 let |£| tendront tous deux vers zéro. 
S1 l’on avait eu b < 0, on aurait pris une spirale 
r = em (ME Oo 
0 tendant vers l’infini négatif. 


Ainsi, quand À n’est pas une quantité réelle négative, nous 
ouvons dire que l’équation 
fl 


FEMME 


a une Imfinité de courbes intégrales, dépendant d’une constante 
arbitraire, passant par l’origine ou s’en rapprochant indéfini- 
ment, suivant que la partie réelle de X est positive ou négative. 

Je rappelle, comme je l’ai expliqué (Chap. 1, $ 8), que j’en- 
tends par courbe intégrale la multiplicité réelle ou imaginaire à 
une dimension, satisfaisant à l'équation différentielle. 

Ajoutons la remarque très importante qu’il n'existe pas d’au- 
tres courbes intégrales passant par l’origine ou s’én rappro- 
chant indéfiniment que celles que nous venons d’obtenir. Pour 
le démontrer, il suffit de généraliser le raisonnement fait au 
Tome IT (p. 315) pour établir, en dehors des points singuliers, 
l'existence unique d’un système d’intégrales par les valeurs ini- 
uales. Reportons-nous à la forme de l'intégrale générale (Chap. I, 


su) 


1 
fie, 7) 0 
Ja(æ, J) à 
1 et f2 étant holomorphes dans le voisinage de +—0,y—oet 
s’annulant pour ces valeurs. La première fonction f, renferme 
seulement un terme en y comme terme du premier degré, et /; un 
terme en x. 
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Or on peut poser 


AREA l; 
on aura alors nécessairement 
fit(æ,7) = CtÀ. 


Pour une courbe intégrale passant à l'origine, ou s’en rapprochant 
indéfiniment, £ et {\ tendront nécessairement vers zéro, et les 
développements précédents donnent, par suite, toutes les 
à , : HET 74 , {1 
courbes intégrales (). 

2. Briot et Bouquet ont, les premiers, entrepris l’étude des 
courbes intégrales de l'équation 


dx dy 
X ve 
passant par æ — 0, y — 0, dans le cas où X et Y s’annulent pour 


ces valeurs des variables. Dans leur mémorable Mémoire (#1Sur 
lequel nous reviendrons bientôt, ces éminents géomèlres mon- 
trent que, en général, cette élude peut se ramener à celle de 
léquation | 
dy 
LT = at+by +... 
dx Y à 
les termes non écrits étant de degré supérieur à un. 


Les racines À sont égales à un et b. On peut ici prendre {= x, 
et, d’après le $ 1, nous aurons, pour y, un développement or- 
donné suivant les puissances de 


CUEUL GE à 


la constante que nous avons désignée par C étant égale à l’unité. 
Cette conclusion suppose que b n’est pas un entier positif, comme 


——— — ——_— 


(*) Outre les notes citées (p. 19), je mentionnerai encore sur cette question un 
article de M. Poincaré (Sur Les propriétés des fonctions définies par des 
équations différentielles, Cahier XLV) et une Note que j'ai publiée dans le Bul- 
letin de la Société Mathématique en 1884 (Sur la forme des équations diffe- 
rentielles du premier ordre dans le voisinage de certains points critiques). 


(*) BrioT et BouQuET, Recherches sur Les propriétés des fonctions définies 


Par des équations différentielles (Journal de l’École Polytechnique, t. XXI; 
1896 ). ÿ 


2. dé 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES. 27 


on le voit en se reportant au $ 1. Sauf ce cas, l’équation admet- 
tra toujours une intégrale holomorphe, qu'on obtiendra en fai- 
sant C/— 0. 

Sans se servir de développements en séries, Briot et Bouquet 
obtiennent les résultats que nous venons d'indiquer. Je veux seu- 
lement faire une remarque sur une contradiction apparente entre 
un résultat du Mémoire que nous citons et un des résultats du 
$ 1. Ainsi on trouve dans le Mémoire de Briot et Bouquet le 
théorème suivant : 


Quand dans l'équation 


la partie réelle de b est négative, l’équation n'admet pas 
d’autre intégrale s’annulant pour x = 0 que l'intégrale ho- 
lomorphe. 


Ce résultat suppose implicitement que x tende vers zéro en dé- 
crivant un chemin de longueur finie et correspondant à un argu- 
ment restant fini. Nous avons vu, au contraire (8 1), qu'il y a 
(b étant complexe) une infinité de courbes intégrales se rappro- 
chant indéfiniment de l’origine, Mais, et c’est ce qui explique 
l’apparente contradiction, elles correspondent à æ tendant vers 
zéro en tournant une infinité de fois autour de l’origine. 

Briot et Bouquet démontrent de la manière suivante (loc. cit.) 
leur théorème. Ils ont établi précédemment l'existence d’une inté- 
grale holomorphe y,. En posant 


HÉRERÉ ARE 
l'équation prend la forme 
RE — 2(b+az+f8xr +...) 
dx — LS ... , 


que l’on peut encore écrire 


dz 
En Po bz(i+az+$z+...)+z23xe(z, x), 


el, par suite, 


dz dx 
z(1+d3+...) É Lt TERME 
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Ÿ(3, æ) étant, comme &(:, x), holomorphe dans le voisinage de 
5 — % — 0. En intégrant le long d’un arc de courbe aboutissant à 
l’origine et désignant par 3, la valeur de 3 en un point æ, de 
cette courbe, on a 


[gta æ) dm 


0 


a do 0 
log — + vw(z) = log (2) + 
Z0 BA) 


e 


2(3) étant holomorphe dans le voisinage de z — 0. Puisque l'arc 
a, par hypothèse, une longueur finie, l'intégrale qui figure dans 
le second membre restera inférieure à une limite fixe; d’autre 


part, l'argument de x restant fini, la partie réelle de 


x \0 
T0 


grandit indéfiniment en étant positive. Dans le premier membre, 
au contraire, la partie réelle grandit indéfiniment en étant néga- 
tive; il y a donc une contradiction qui établit l'impossibilité que 
nous voulions mettre en évidence. La même conclusion serait en- 
core applicable si la partie réelle de b était nulle. 


3. Nous avons supposé, au $ 1, que À n'était pas une con- 
stante réelle négative. Nous ne pourrons plus faire usage des 
mêmes développements, sé À est réel et négatif, où du moins ils 
ne peuvent être, en général, convergents que si C ou C/ est nul. 

En faisant d’abord C/— o, on aura pour + et y des développe- 
ments suivant les puissances de £, convergents pour £ assez petit 
et qui tendront vers zéro en même temps que 4. Nous avons ainsi 
une première courbe intégrale ne renfermant aucun arbitraire. 

Une seconde intégrale nous sera fournie en posant 


= 10: 


les développements sont alors convergents pour | ‘| suffisamment 
r A 1 
grand, etxet y tendent vers zéro en même temps que a 


Nous obtenons donc ici deux courbes intégrales passant à 
l’origine. | | 
Il est facile de voir que, dans l'hypothèse où nous sommes 
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placé, 1l n’y a pas d’autre courbe intégrale de Péquation 


passant à l’origine, avec une tangente déterminée, c’est-à-dire 

avec une limite finie, et déterminée pour Tr quand le point (x, y) 
æ 

se rapproche de l’origine, et de plus +, et par suite y, ne tour- 


nant pas indéfiniment autour de l’origine. Soit, en effet, 


J = x, 
équation devient 


dt = (a'+bt)—t(a+bt)+ro(x,t) 


ie dœ a+bt+xV(x,t) 


2 


{ tendant, par hypothèse, vers une limite quand x tend vers zéro; 
celte limite ne peut être que l’une ou l’autre racine de l'équation 
du second degré 

a'+b't—t(a+ bt) = 0. 


En effet, si la limite était une quantité 4, différente d’une ra- 
cine de cette équation, l'équation précédente pourrait s’écrire 


dx 
AUS LC, æ), 
4(t,æ) étant holomorphe dans le voisinage de 4 — 45, x — 0. 
Pour cette équation, on aurait une intégrale x tendant vers zéro 
quand # tend vers {,; mais ceci est impossible, car l'intégrale de 
cette équation s’annulant pour {= {4 est nécessairement æ — 0 
identiquement, 

L'équation (E) aura la forme de celle que nous avons considé- 
rée au $ 2 avec Briot et Bouquet. En désignant par #, une ra- 
cine de l’équation du second degré et posant é—{,+0,, nous 


avons 


el = Az +B:0;,+..., 
dx 


et, pour la seconde racine f,, nous avons une équation analogue 


1 d0; 
F6 


—= Ao,x + B:0o+. 
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Or l'équation en À, 


a, comme nous l’avons supposé au $ 1, pour racines 1 et À. Un 
calcul très facile montre alors que 


B2 = À —1, 


B, et B, étant négatifs : les conclusions du $ 2 sont alors applica- 
bles, et nous n’avons pas d’autres intégrales pour les deux équa- 
uons en Ü que les intégrales holomorphes, ce qui montre que 
l'équation 

dy __a'æz+b'y +... 

Tr AD br ES 


n'a pas d’autres intégrales satisfaisant aux hypothèses faites que 
les deux intégrales signalées plus haut. 

Il resterait à démontrer que ces deux intégrales sont, en de- 
hors de toute hypothèse, les seules qui passent à l’origine ou 
qui s'en rapprochent indéfiniment. Je dois avouer que je ne 
possède pas une démonstration rigoureuse de cette proposition, 
qui ne paraît cependant pas douteuse. 


II. — Étude d’un cas particulier remarquable. 


4. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que l’équa- 
uon (1) en À avait ses deux racines distinctes. Reprenons donc 
l'équation différentielle 


dx HS dy A 
ax+by +...  a'x+b'y+... 


en supposant que l'équation en À 


D'À b 


a’ D} vs 


ait une racine double. On peut alors effectuer sur + et y une sub- 
sutution linéaire de telle sorte que les équations prennent la 
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forme 
dr g dy 
LR Ur. NP 


Considérons, en effet, l'équation 


D ON à CHAR 
(Por) note e RÉ 0 
Faisons le changement de variables 
T=ar +$y, 
‘ PLRYT + dy, 
nous avons 
EAU , f of 

(ax + by +. (a+ Je) + (ae +07 +.) (8 2 2e) = 


, On détermine « et B par la condition que 
a(ax+by)+$(a'xr+b'y)= (ax +By), 


ce qui donne pour À la racine de l'équation du second degré 
écrite plus haut. Posons ensuite 


var +by)+ô(ax+by)= par +By)+A(yr +0y), 
c’est-à-dire 


y(a—À1)+ôa = pa, 
y + (D —X) = 8, 


et ces deux équations se réduisent à une seule, comme on le vé- 
rifie aisément, en s'appuyant sur ce que l'équation du second de- 
gré a une racine double. 

On a, par suite, à considérer les deux équations (en divisant les 
dénominateurs par À, ce qui revient à faire À — DE 


dx 
dt 
(2) d 
Le D = ur+y + 
dis à 
5. Nous allons chercher si l’on peut obtenir des intégrales de 
cette équation ordonnées suivant les puissances de 
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Nous formons ainsi le système d’ équations aux dérivées par- 
uelles 


D Ne DE —+ 
à dt dp dp # ï 
(3) iZ 0Y y 
u= MTL vues ) 


en substituant dans les équations, pour x et y, des fonctions de w 
et #, que nous allons pour un moment considérer comme des va- 
riables indépendantes. 

Les équations (3) admettent-elles un système d’intégrales holo- 
morphes dans le voisinage de u — 0, p — 0? Nous remarquons d’a- 
bord qu’elles permettent de calculer les dérivées partielles succes- 
siveside tel pour 4 =10/0; 

En nie en ue p fois par rapport à w et n fois par 
rapport à #, la première équation nous donne l’expression 


d'+P % d2+P » 


I 22e EM RUE A Jour HU = 0, P = 0 
de Qurove P duP—1 dpr+1 ( à ); 


(n+p— 
exprimée en valeur des dérivées partielles de x et Y d'ordre infé- 
rieur à 2 + p. Donc, on pourra calculer toutes les dérivées par- 
uelles de x d’un ordre déterminé en fonction des dérivées d’ordre 
inférieur de x et y; la seconde équation donnera alors les dérivées 
partelles du même ordre de y en fonction des mêmes dérivées. 


La seule dérivée partielle restant arbitrair 


Nous pourrons donc former des séries ordonnées suivant les 
puissances croissantes de w et », et il reste à démontrer que ces 
séries convergent pour des valeurs suffisamment petites de w et 6. 
Nous nous trouvons ici dans des circonstances assez différentes de 
celles que nous avons précédemment rencontrées. 


6. Considérons, au lieu du système (2), le système 


LES 
4 | AN 
(4) de 
[:$ UT + Ày +... 


qui ne diffère de (2) qu’en ce que, dans le second membre, le 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES, 33 


coefficient de y est À au lieu de un; À désigne une constante posi- 
tive inférieure à un. 

Avec le système (4), nous rentrons dans le cas général, et nous 
avons des intégrales développées suivant les puissances de 


PEL, LÀ 


Nous pouvons aussi considérer ces intégrales comme dévelop- 
pées suivant les puissances de : 


HT 
ILIEE - . 
À — 1] 
En posant 
7, 
U==— 1, M TE 


on est conduit à former le système d'équations aux dérivées par- 
si Ï 


uelles 
| 0) nor da, 2 
re ne dr 
(5) dy 0Y 0Y 
Et Bone ue + APE RE 


et, ce système correspondant au cas général, nous sommes assuré 
qu'on peut y satisfaire par des séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de w et €. 

Or la comparaison des systèmes (3) et (5) est très facile; le 
coefficient de la dérivée 


d+p T 
duP dpn 


est, pour le premier système + n — 1, tandis qu'il est, pour le 
» P P Ÿ » P ; ju 1 > P 


second, ” | 
SE UT — I). 


Donc, dans le développement tiré de (5), les coefficients au- 
ront des dénominateurs numériques plus grands (À < 1) que dans 
le développement tiré de (3). La convergence des développe- 
ments que nous avons déduits des équations (3) est donc as- 
surée. 

Les intégrales du système (2) se présentent donc sous forme 

P, — III. 3 


34 CHAPITRE IL. 


de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 
LRO RR/I0S TE 


elles dépendent d’une constante arbitraire. 


III. — Réduction de l’équation à des formes simples. 


7. Nous avons dit ($ 3) que Briot et Bouquet (!) réduisent, en 
général, l'équation à une forme plus simple, moyennant, il est 
vrai, quelques hypothèses complémentaires. Reprenons l’équation 


que nous écrirons 


(A! ya 28 +.. 2 — AyAxB +... 


Les quantités æ et y s’annulent en même temps. Supposons 
que y soit d’un degré déterminé y par rapport à x, et de telle 


d , e ne 
sorte que T° soit de degré 4 — 1. Il devra, dans ces conditions, y 
dx EDR ; 4 


avoir dans les deux membres de l'équation précédente des termes 
de même degré, à savoir les termes de moindre degré. On aura 


alors une relation de la forme 


du+B+p—i=an+hf, 


ce qui donne 
B+r—p 
FE PIRE IE PA 


Le degré ue est donc alors un nombre commensurable (Et 


(:) Journal de l'École Polytechnique, t. XXI, p. 161. 

(2) Nous supposons que l’équation donnant p ne se réduise pas à une iden- 
tité, Cette circonstance peut se présenter; c’est ce qui arrive, par exemple, pour 
l'équation 

Are 
ere 
SR ATP T 
où k représente une constante. Le degré de y par rapport à æ, qui est X, n’est 
pas, en général, commensurable. 
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. «5 P. 
DOIUL — FR posons 


AE t7 
J = vip, 
il viendra 
dv 
(A'oX pa +q$ ee...) (per 0 + €P %) — (A pasPa+A$ +... )gé—1 = 0; 
mais On a 
(a +1) + $B'— au +8hir 
ou 


P(a+1)+qf$=pa+q(B+n). 

La variable £ entre donc au même degré dans tous les termes du 
premier groupe, et à un degré plus élevé dans les autres termes. 
Après division par la puissance de & en facteur dans chaque 
terme, on aura 

EURE dp 
(APE...) [po + Frs — q (A'PXSERRAIES 0! 
Considérons alors l'équation 
J(v) = p(A'o%t+...)o — q(Apt+.….) — 0. 
Soit ?, une racine de cette équation; en posant 
P—= Po + U, 


nous avons pour w l'équation 


du 
l dt D o(u, L), 


© étant holomorphe dans le voisinage de # — 0, t — o et s’annu- 


lant pour ces valeurs. Ceci suppose que ?, n'annule pas séparé- 
ment les deux polynômes 


AO PEL IA TONER 


8. Pour trouver l’ensemble des termes correspondant au 
moindre degré, Briot et Bouquet procèdent comme dans l'étude 
des fonctions algébriques. Dans un plan, tracons deux axes rec- 
tangulaires Ox et O y, et marquons les points qui ont pour coor- 
données (a, 8 +1), (#+1,8/), .... Nous voyons d’abord qu’à 
des termes de même degré infinitésimal correspondent des points 
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placés en ligne droite; et, en effet, la valeur de y: trouvée précé- 
demment montre que la droite qui joint les points correspondant 
à deux termes de même degré a une direction constante; celte 
droite fait avec l’axe des æ un angle obtus dont la tangente en va- 
leur absolue est égale à u. Si, par un point quelconque, (&+ 1, 8") 
ou (2, B/+ 1), on fait passer une droite parallèle à la direction 
constante, cette droite ayant pour équation 


JF == nd 1) 
ou 
Y—$"—i1=—p(x — x), 


son ordonnée à l’origine Ê"+ p(a"+ 1) ou f°+ 1 + ua’ surpasse 
d'une unité le degré du terme correspondant. Il en résulte que les’ 
droites parallèles sur lesquelles sont placés les points qui corres- 
pondent aux divers groupes de termes s’éloignent de l’origine à 
mesure que le degré de ces termes augmente; par conséquent, la 
droite qui passe par des points d’un groupe de moindre degré 
laisse à sa droite tous les autres. 

Nous sommes donc conduits, comme dans l'étude des courbes 
algébriques, à former une ligne polygonale, aux différents côtés 
de laquelle correspondront des termes de même degré. Que l’on 
imagine une droite coïncidant d’abord avec Oy et se mouvant pa 
rallèlement à elle-même jusqu'à ce qu'elle rencontre un premier 
point; qu’on la fasse alors tourner autour de ce premier point en 
diminuant son ordonnée à l’origine jusqu’à ce qu’elle rencontre 
un deuxième point; qu'on la fasse tourner autour de ce deuxième 
point dans le même sens jusqu’à ce qu'elle en rencontre un troi- 
sième, et ainsi de suite jusqu'à ce que la droite devienne paral- 
lèle à Ox. On formera ainsi une ligne polygonale dont chaque 
côté passe par deux ou plusieurs points et laisse tous les autres 
à sa droite. Chacun des côtés de cette ligne convexe donnera une 
manière d'établir un groupe de termes permettant de faire la 
transformation du paragraphe précédent, et l’on aura ainsi les di- 
verses intégrales répondant aux conditions initiales. 


9. Revenons à l'équation 


du 
t—— —o(u,t), w(0, 0) = 0. 


dt 
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Son étude complète se trouve faite dans les deux Sections pré- 
cédentes, pour le cas général où, posant 
o(u,t)=at+bu+..., 


le coefficient b n'est pas nul. 


Nos théories générales ne s'appliquent pas à ce cas particulier. 
Nous savons seulement qu'il y a, dans ce cas, une intégrale holo- 
morphe dans le voisinage de { — o et s’annulant pour é— 0; son 
existence se trouve établie par la même analyse que celle qui a 
été employée dans l’étude des séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de # et 4, au cas où b n’était pas nul (on ne 
considère ici qu’un développement suivant les puissances de £). 
En désignant par w, l'intégrale holomorphe, et posant 


U = Uÿ+ P, 
on aura une intégrale de la forme 


JE — p(Apm+ Br+...), 


le terme A p”(m 21) étant le terme de moindre degré en ? se ren- 
contrant dans la parenthèse. Pour avoir quelque renseignement 
sur les intégrales de cette équation, posons 


t — Apm+l, 


on aura une équation de la forme 
dÀ 
omt+1 2 — À LA. E 
FE YA. D), 


Y(À, 6) étant holomorphe dans le voisinage de À— 0, v —0, et 
étant différente de zéro pour ces valeurs dé À et v. Ecrivons l’équa- 
tion précédente 


pnr+1 2 = [A+ Bo+...< Hem Komti+,. + A f(A,0)], 
et considérons d’abord l'équation 
dÀ 


prn+1 EST A(A+Bo+...+ He”). 


L'intégration est immédiate. 
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Nous aurons 
À = wovhe-glv), 


en posant 
CA B 
Pine mon (m—i1)p"—1 5h 


S1 l’on fait tendre + vers zéro, dans une direction convenable, 
1. tendra vers zéro. Prenons alors 


À —— æ pv ep), 
6 ion à l | 1Sf ° 
| équation a aquel e salistfera æ sera 


do 


TT = ©TK + Lo +...+ w.pi-m-1e-ot) f(w, p)]. 


On aura pour cette équation une intégrale tendant vers une va- 
leur arbitraire #5, quand + tend vers zéro dans une direction telle 
que e-?{) tende vers zéro en même temps que #, ce qui est évi- 
demment possible. Mais on a 


= æ.omn+1+he—o(v), 


Donc { tendra aussi vers zéro, en tournant d’ailleurs, en général, 
une infinité de fois autour de l’origine. Nous arrivons donc à la 
conclusion suivante : 


L’équation 


Ce D CUE) [o (o, o) = ol, 


o(u,t) étant holomorphe dans le voisinage de u—=0, t=0o et 
ne renfermant pas de terme du premier degré en u, admet 
une tnfinité de courbes intégrales se rapprochant indéfiniment 
de l’origine. 


10. En faisant la réduction du $ 7, nous avons supposé que 6, 
n’annulait pas à la fois deux polynômes en ». S'il en était ainsi, 
l'équation entre w et £ prendrait, en général, la forme 


y Lu _ au+bt+... 
AR TA TMC : 
En posant 
au + bt = wt, 
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elle devient 


dæ 
(6) rien + Pieter 


C’est là un type d'équations pour lequel se présentent des cir- 
constances toutes différentes de celles que nous avons rencon- 
trées jusqu'ici. Le point { — o est ici, en général, une singula- 
rité essentielle, comme le montre l’exemple simple de l’équation 


L'équation (6) n'admettra pas, en général, d’intégrale ho- 
lomorphe; c’est une circonstance qui mérite d’être signalée, car 
le calcul des coefficients du développement peut se faire de proche 
en proche, et cependant le développement n’est pas convergent. 
IL suffira, pour prouver cette assertion, de considérer l’équation 


dw 
da —— — qu + Gé. 
dt p 
Soit 
D = Ait Aot2 +. . + Antn+.. * 
on aura 
aA;+f=—o, As = A; CS Ana =(n—1)A; 1, 
donc 


Anat-1=1.9...(7n —1)A;; 
on a donc la série de terme général 


1.2...(R T1)» 
g'i—1 ? 


— 


qui ne converge manifestement que pour æ — 0. 


Nous n'avons rien à dire de général sur l’équation (6); la singu- 
larité { — o est, en général, pour cette équation une singularité de 
nature essentielle, et il y aurait là un important et difficile sujet 
de recherches. 
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IV. 


Équations différentielles du premier ordre non résolues 
par rapport au coefficient différentiel. 


11. Nous avons considéré jusqu'ici des équations différen- 


dd pee 4 d , ® 4 Ë 
uelles pour lesquelles la dérivée a était une fonction uniforme 
TL 


de æ et y, tout au moins dans le voisinage d’un certain système de 
valeurs de x et y. Considérons maintenant une équation non ré- 
solue 


(E) fer, æ) = 0; 


pour k Fe dy . 4 è 
f désignant un polynôme en 7 Soit un système de valeurs (45, ÿ) 


de (x, y). Si l'équation 
J(t, 7, Y)=0 


admet, pour æ = %5, ÿ = Yo, une racine simple Y,, on pourra 
regarder Ÿ comme une fonction uniforme de x et y dans le voisi- 
nage de = x6, y —Yv, et nous nous trouverons, pour l’étude 
de l'équation 

4 CRD y 


LH 
dans un cas simple : l'intégrale y devenant égale à y, pour æ = x, 
sera une fonction holomorphe de x dans le voisinage de x, (si Y, 
est fini); si Ÿ, est infini (simple), pour æ —x,, y — Yo, l'inté- 
grale devenant égale à y, pour x = x, a, en ce point, un point 
critique algébrique. 

Supposons, au contraire, que Yo soit une racine multiple 
d'ordre m de l'équation 


let, P%)0) 
les circonstances seront tout autres. Soit 
V= Yo ET T = Lo+T', Y=Y+" 
nous avons d’une manière générale, en développant, 


JF NAN re AA || 
> Ci PRET El 


of em 


0Yo 2... Es étant nulles. 


toutes les dérivées 
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Posons 
Vie Yo T'+ y", 


ce qui conduit à la relation 
FT TEA . 
0 pt 0 dx dx! 
Nous avons alors 
UE of ONF Er 
4 GE +) DE vx | TR 


; À ne ; . dr. 
équation différentielle entre x’, y” et Y/— =. Nous poserons 
dx 


enfin 
Dre A He x! — dm, 


el, par conséquent, en supposant que 


of of 
Dee = at dÿ F 0; 
on aura 
" dt {4 " 
T dx" =— Ni+X p(æ”, €), 


©(x”, t) étant holomorphe dans le voisinage de x"— 0, t — 0. Or 
nous savons que celte équalion en { admet une intégrale holo- 
morphe s’'annulant pour x" — 0. 


) & La ” AA à # L] "} 
Donc, l’intégrale de l'équation (E), prenant pour x, la va- 
leur yo, sera, en général, une fonction ayant m valeurs autour 
du point xo. 


12. Dans le cas où l’on aurait 


of OUR 3 
0% 4 0Yo ai 
en même temps que 
of 7 " TRE L . cu 
| RU DYri ten (227); 


des circonstances différentes pourraient se présenter. On aurait 
alors à chercher l’ordre infinitésimal de Y’ par rapport à x’; 1l 
faudrait pour cela employer des considérations analogues, quoique 
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dans des cas plus compliqués, à celles dont nous nous sommes 
servi au commencement de la Section précédente. Mais nous ren- 
verrons, pour ce point, au Mémoire déjà cité de Briot et Bouquet, 
et nous terminerons ce Chapitre par quelques remarques sur les 
singularités des intégrales des équations différentielles du premier 
ordre, ayant pour objet de compléter ce que nous avons déjà dit 
à ce sujet (t. Il, p. 325 et suiv.). 

Ajoutons seulement que la racine multiple Y, a été supposée 
finie; mais, en regardant æ comme fonction de J, la discussion 
précédente trouvera son application. 


13. Supposons que le premier membre de (E) soit un poly- 
A d A . A . 
nôme en y, Se et même en x (cette dernière hypothèse ne serait 


pas indispensable). Cherchons quelles circonstances pourraient 
nous arrêter quand nous effectuons le prolongement analytique 
d’une intégrale. Tant que Ÿ ne cesse pas d’être une fonction bien 
déterminée ayant une valeur (finie ou infinie) pour le système 
correspondant de valeurs de x et y, il n’y a aucune difficulté ; l'in- 
tégrale y sera une fonction de x qui ne présentera que des pôles 
ou des points critiques algébriques. Dans le cas où Ÿ cesse d’être 
une fonction uniforme de x et y pour un certain système de va- 
leurs de ces grandeurs, il en est encore de même en général, 
comme nous venons de le voir au paragraphe précédent. Ceci 
peut cesser d’être vrai dans des cas particuliers, mais alors les 
systèmes de valeurs de x et y devant satisfaire aux trois équations 


ve CHER, Of 0 fu 
OL VAT) = 0, SV D Je T0 Std 


sont, sauf des cas très particuliers (1), en nombre limité, et les 
valeurs de (x), pour lesquelles 1l peut en être ainsi, sont déter- 
minées. 


- I . . \ 
Changeons, dans (E), y en a il yaura certains systèmes de va- 


leurs de (x, y) où y sera nul, et présentant le caractère singulier 
de satisfaire à la fois à un système de trois équations : nous se- 


(*) Nous y reviendrons dans le Chapitre suivant, où nous traiterons des solu- 
tions singulières. 
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rons ainsi conduit à considérer un certain nombre de valeurs par- 
faitement déterminées de x. 

Si maintenant nous écartons les diverses valeurs de x sur les- 
quelles nous venons d’appeler l'attention et que nous pouvons ap- 
peler valeurs singulières, nous sommes assuré que toute inté- 
grale prenant en un point X différent de ces points singuliers 
une valeur déterminée aura en X un point ordinaire, un pôle, ou 
un point critique algébrique. 

On est donc conduit à cet énoncé que, en dehors de certains 
points qu'on peut marquer à l'avance, toute intégrale d’une 
équation algébrique du premier ordre ne peut avoir comme 
singularités que des pôles ou des points critiques algébriques. 

Ce théorème est fondamental, et l’on s’est souvent borné, pour 
l’établir, à des raisonnements équivalents à ceux que nous venons 
de faire. La démonstration manque cependant de rigueur; car on 
pourrait se demander si un point X, différent des valeurs singu- 
lières que nous avons réservées, ne pourrait pas être pour une 
intégrale un point d’indétermination où cette intégrale ne pren- 
drait pas une valeur déterminée. 

Nous avons déjà examiné cette question dans le cas où l’équa- 


uon est du premier degré en … Comme je l'ai dit alors (t. I, 


p+ 328), c’est M. Painlevé qui a, le premier, approfondi la diffi- 
culté qui subsistait. La marche suivie (loc. cit.) pour établir le 
théorème de M. Painlevé peut se transporter ici sans modifica- 
tion, comme on le voit immédiatement. 

Au point X correspondent certaines valeurs de Y 


VANNES HER 


(parmi lesquelles peut se trouver l'infini) telles que l'intégrale y, 
prenant pour æ — X une de ces valeurs, ait en X un pôle ou un 
point critique algébrique; nous avons vu plus haut comment on 
pourrait obtenir ces valeurs. Il n’y a qu’à répéter alors ce que 
nous avons dit (t. IT, p. 327 et suiv.). | 
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CHAPITRE IIL. 


DES SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 


I. — Équation du premier ordre (1). 


1. Considérons, pour plus de netteté, une équation différen- 
telle algébrique entre x, y et y’, 


(1) J(æ, 7, J')= 0. 


On envisage une fonction y de + satisfaisant à cette équation. 
Si, pour une valeur de x et la valeur correspondante de y, y! est 
une fonction uniforme et continue de æ et y dans le voisinage de 
ces valeurs, la solution qui nous occupe pourra, dans Le voisinage 
au moins de la valeur considérée de +, être obtenue par l’applica- 
uon du théorème fondamental relatif à existence des intégrales. 
Mais si, pour l’ensemble des valeurs de x et y correspondant à 
une solution, y’ n’est jamais une fonction uniforme et continue de 
x et y, nous ne pourrons, en appliquant le théorème fondamen- 
tal, faire dans le voisinage d’aucune valeur de x le développement 
en série de cette solution. Si une telle solution existe, on la dira 
une solution singulière. 

Ces solutions s’obtiendront en écrivant que l'équi (1), con- 
sidérée comme équation en y’, a une racine multiple. On aura 


(*) Cette Section n’est que la reproduction d’une Leçon faite en 1886 sur ce 
sujet et reproduite dans mon Cours lithographié (Cours d'Analyse de la Faculté 
des Sciences, 1886-1883). 
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donc à éliminer y’ entre les deux équations 


(T'Y; YY—= 0, cer À 
ki 
On est ainsi conduit à la relation 
Q(zx, y) = 0ù 


qui peut se décomposer en plusieurs courbes. Les solutions sin- 
gulières doivent satisfaire à cette équation. Mais celle-ci ne don- 
nera pas nécessairement des fonctions y de x satisfaisant à l’équa- 
uon différentielle; il suffit, pour s’en assurer, de prendre le cas 
particulier de l’équation 


(2) Y2— (x, y), 


où Q(x, y) est un polynôme arbitraire en + et y; la fonction dé- 
finie par l'équation Q(x, y)—o ne salisfait pas, en général, à 
l'équation (2). 

Nous pouvons donc affirmer que l’équation (1) n'a pas, en 
général, de solution singulière. 


2. On pourrait en rester là et se borner à dire qu'il n’y a 
qu'une vérification à faire; mais la question mérite d’être appro- 
fondie, même dans le cas où 1l n’y a pas de solution singulière. 

Reprenant l’équation (1) et l'équation 


Q(z, y)= 0, 


obtenue par l'élimination indiquée, et supposant que la courbe 
Q = o ne corresponde pas à une intégrale de l’équation dif- 
Jférentielle, ce qui, nous l'avons dit, est le cas général. 

Soit æ— 4, y —$ un point arbitraire de la courbe Q — o. 
Nous allons chercher les intégrales de (1) qui pour x = 4 devien- 
nent égales à $, et telles que la dérivée correspondante y’ soit 
précisément la racine multiple de l’équation en y’ pour æ =, 
Don: | 

En restant dans la généralité, nous supposons que cette racine 
muluple est double. L’équation 


J(æ,7,Y')= 0. 
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a alors pour + — 4, y = $ une racine double, et deux racines de 
cette équation se permutent autour de æ — 4, y = f. 

La somme et le produit de ces deux racines seront des fonc- 
tions uniformes de + et y dans le voisinage de (x, B); y! pourra 
donc être considéré comme racine d’une équation du second de- 
gré dont les coefficients sont holomorphes dans le voisinage de 
(4, 8). Nous pouvons, par suite, écrire 


J'=A(x, y)+C(x, 7) VB(x, y), 


A, Cet B étant des séries ordonnées suivant les puissances de 
æ—aet.y — 6. De plus, la fonction y de x définie parQ(x, y)—o 
et prenant pour æ—4 la valeur f$ annulera identiquement 
B(x, y), puisque, pour les points de la courbe Q, les deux va- 
leurs de y’ doivent être égales. 

Nous pouvons, pour abréger l'écriture, supposer à = f$ — 0; 


on aura alors 
B(x, y)= ax + by +..., 
A(t,Y)=A+amr+biy+...… 


Pour æ—=7y=—o, on a y — A. Cette valeur doit être distincte 
du coefficient angulaire de la courbe Q = o à l’origine; car autre- 
ment, comme cette origine est un point arbitraire de la courbe Q, 
celle-ci satisferait à l'équation différentielle, ce qui est contre 
l'hypothèse. 

Mais nous avons dit qu’on avait B(x, y) — o pour tout point de 
la courbe Q; donc le coefficient angulaire de la tangente à l’ori- 


. , a 
gine est donné par — 7; nous devons donc supposer 
a+bAZo 
Ceci étant bien compris, posons 


MNT. DM 2 nn, r4 

on aura 
, dX 
(3) dr 
+ C(x2, a2)ag' Va +bk+x(...). 


—=—92)1+92À +or2(a+ bix) +. SL 


On peut trouver une intégrale de cette équation différentielle 
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qui, pour æ = 0, prend la valeur A; car le second membre est 
une fonction holomorphe de x’ et À dans le voisinage de æ'— 0, 
A= À (puisque a + bA 0); de plus, il s’annule pour ces va- 
leurs. L’équation (3) rentre donc dans le type de celles que nous 
avons étudiées (Chap. Il, $ 2); le coefficient b, qui jouait le 
rôle essentiel, est ici égal à — 2. Nous avons donc une intégrale 
holomorphe de cette équation prenant pour xz/'— 0 la valeur À, 
soit | 
A + pr + gr 
Donc on aura 
3 


MAT + pr +. 


En employant le langage géométrique, on voit que le point 


% — 0, } — 0 est un point de rebroussement pour cette intégrale ; 
d’où cet important théorème : 


La courbe Q — o (qui est supposée ne pas satisfaire à l’équa- 
lion différentielle) est, en général, le lieu des points de re- 
broussement des courbes intégrales (1). 


3. Attachons-nous maintenant au cas où il ÿ aurait des solu- 
tions singulières. Ces solutions proviennent de l'élimination de y! 
entre les équations 


| of 
J(2,7; 7)=0, Mrs. 
Lagrange à remarqué qu’à ces deux équations on doit en ad- 


joindre une troisième, obtenue en différentiant la première et 
tenant compte de la seconde 


(*) On trouvera une démonstration géométrique de ce théorème dans un Mé- 
moire tout à fait fondamental de M. Darboux sur cette théorie des solutions sin- 
gulières des équations différentielles du premicr ordre (Bulletin des Sciences 

mathématiques, 1873). 


48 CHAPITRE III. 


Ces trois équations, considérées comme équations en y", ne 
pourront pas, en général, être vérifiées pour une succession de 
valeurs de x et y correspondant à une courbe. Une condition né- 
cessaire pour l'existence des solutions singulières est donc qu'il y 
ait une succession de valeurs de x et y correspondant à une 
courbe P(x,y)=— 0, pour lesquelles, les trois équations aient une 
solution commune. Cette courbe pourra constituer une partie de la 
courbe Q(x,7y)=—0o précédemment considérée. D'ailleurs, l’é- 
quation P(x, y) —0o donnera certainement une solution singu- 


+ 30 . . À 

lière, si of n’est pas identiquement nul pour la valéur y de x 
8e 

urée de l'équation P — o. Soient, en effet, les trois équations 


| 2 CHANT Of O5 
D (2/02, A) 0: EX 


qui ont une solution commune en À, si P(x, y) — 0. Gette solu- 
tion commune peut être considérée comme fonction de x; en duf- 
férentiant la première, on aura 


ALTO FACE 

0x 0 dr 
et, par suite, 

of dy 

& tn “A Ke 


. 0 L2 L 
On a donc, si ï n'est pas nul identiquement quand on rem- 


place y et À par leur valeur en fonction de x, 


Ven 

T7 4 

ce qui montre que la fonction y de x tirée de l’équation P(x, y) = 0 
satisfait à l'équation différentielle 


d 
f(2, 7 g) 0 


4. Nous avons tout à l’heure cherché les solutions de (1) qui, 
pour æ—a, devenaient égales à $ quand (a, B) était surela 
courbe Q, cette courbe n'étant pas une courbe intégrale. 

Proposons-nous maintenant la même question en supposant, 
au contraire, qu'il existe une solution singulière P(x, y)= 0. Soit 
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(æ, 8) un point arbitraire de cette courbe. Nous allons chercher 
les intégrales de l'équation différentielle proposée qui, pour 
æ = 4, prennent la valeur 8. 

Parmi ces intégrales, il y a, bien entendu, la fonction algé- 
brique y1, définie par l'équation 


P(x, 71) = 0, 


et pouvant être développée suivant les puissances de æ — x. Nous 
allons voir qu'outre cette solution il y a une seconde solution. 
Reprenons, à cet effet, l'équation différentielle sous la forme 


7 LPS ALT 


dx 


Comme nous supposons que y, est une solution singulière, on 
aura à la fois 


B(x, 1) = 0, 22 = A(x, J1). 
Posons 
1NTSE PRE 
l'équation deviendra 
dz : | 
D mcm) 37 Gr)... C(r, y1+ 3) Va dit) + 2° WT) +... 


les fonctions © et Ÿ sont des séries ordonnées suivant les puis- 
sances de æ— 4, et d,(x), en général, ne s’annule pas pour 
æ—= &. Nous avons à étudier les intégrales de cette équation en 3, 


s’annulant pour æ = o. Il y a évidemment la solution z — 0. Po- 
sant alors 


on aura l'équation 
20 = 2 hr) +ato(r) +...+ C(x,pi+z) Vu) +22)... 


Dans le voisinage de x — 4, 3! — o, le second membre est holo- 
morphe, puisque 4, (4) -Z 0; on fixera d’ailleurs arbitrairement le 
signe du radical. Cette équalion donnera, d’après le théorème 
fondamental, z/ en série ordonnée suivant les puissances de x — 4, 
et l’on aura 

3= a(x —a)+b(x —a)+.... 
P.— IIL. 1 
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Il est clair que les deux déterminations du radical donnent, 
pour z/, des valeurs égales et de signes contraires, par suite, une 
même valeur pour 3. Nous avons donc la solution non singulière 


Y=Yi+a(t—a)}+b(x—a)+..., 


et il est évident que la courbe P(x, y) — o est tangente au point 
(x, 8) à la courbe représentée par la dernière équation; d’où ce 
théorème : 

Quand il existe une solution singulière, elle est tangente en 
chacun de ses points à une solution non singulière. 


Ce théorème peut encore s’énoncer, sous forme géométrique, 


de la manière suivante : 


La solution sin oulière, Q uand elle existe, est l’envelo e des 
e) ? ? 
courbes intégrales. 


5. Dans cette question des solutions singulières, on s’est long- 
temps placé, a priori, au point de vue de la théorie des enve- 
loppes. Partant de la conception de l'intégrale générale 


Er, 10)120; 


Lagrange remarque que cette famille de courbes, dépendant d’un 
paramètre arbitraire a une enveloppe, et puisque l'enveloppe est 
tangente à chacune des enveloppées, cette enveloppe satisfera,. 
comme les enveloppées, à l'équation différentielle 


CRE 


I1 semblerait donc, à ce point de vue, et c'était l’opinion de 
Lagrange, que les équations du premier ne ont, en général, des 
solutions singulières; ce résultat est tout à fait opposé à ce que 


nous avons dit plus haut. 
L’explication de cette contradiction est facile. ne une équation 


différentielle arbitraire f(x, y, y!) — 0 ne correspond pas, comme 
intégrale générale, une famille de courbes 


Fr, #3 eo 


à laquelle on puisse appliquer la théorie des enveloppes; Je veux 
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dire que l'enveloppe donnée par la théorie classique ne sera pas 
en chacun de ses points tangente à une enveloppée, mais sera un 
lieu de points singuliers. Il peut paraître étrange au premier 
abord qu’à une équation différentielle arbitraire corresponde 
une famille de courbes jouissant, au point de vue de la théorie des 
enveloppes, de propriétés spéciales, tandis qu'à une famille ar- 
bitraire de courbes, pour laquelle on pourra appliquer la théorie 
des enveloppes, correspondra une équation différentielle spé- 
ciale, qui aura une solution singulière. Mais, comme le remarque 
Clebsch, ceci n’est pas plus étonnant que le fait auquel nous 
sommes si habitués relativement aux coordonnées ponctuelles et 
tangentielles. Nous savons en effet qu’une courbe générale en 
coordonnées ponctuelles a des singularités tangentielles, et in- 
versement une courbe générale en coordonnées tangentielles a 
des singularités ponctuelles. 


6. Indiquons un exemple des théorèmes généraux démontrés 
plus haut. Soit l'équation 


MED TVR = 0": 
les trois équations du $ 3 sont ici 
Y —22V —Y?= 0, L+Y = 0, VA 0: 


Ces trois équations n’ont de solution commune en y" que pour 
æ— y = 0. I n'y a donc pas de solution singulière. 
En éliminant y’ entre les deux premières, il vient 


Q(x, ?) =Y + x? = 0. 
La théorie générale ($ 2) nous apprend que la courbe 
VF r=)0ù 


est le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. 
Dans le cas actuel, intégration complète est facile à effectuer, 
l'équation étant de celles qui s’intègrent par différentiation. On 
trouve ainsi pour intégrale générale 


(Say + 2234 Ch2— (y + x2)3 — 0, 
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et l’on voit bien que y + x? = o est le lieu des points de rebrous- 
sement des courbes intégrales. 


II. — Systèmes d'équations simultanées. 


rl L'analyse développée dans la Section précédente s'étend 
d'elle-même à un système d’équations simultanées du premier 
ordre. Considérons le système de m équations 


d dy 
Ji CE  E Sn) = 0, 
dy AV m 
(4) P (es Y'idie Ye Gr" 21e 
ATEN A OR NE. 22 NT ERERES 
dy d 
Îm (, WA ste » J'm) F 2 qu) i0s 
2 A Re dy dY m 
les f étant des polynômes. Les dérivées =, +, =22SOntmeE 
dx dx 


fonctions algébriques de æ, y1, Vs, :.., Ym; elles peuvent donc, 
d’après un théorème élémentaire d’Algèbre, se mettre sous la 


forme 
dy 
— R; (æ, Ji; es Pre 
dy 

(5) _. Ro (PT Tan es 
dY m ; 
SE = Rn( Ji +...) Nm 2); 


les R étant rationnelles en x, y1, ..., Ym et 3. Quant à s;ilre- 
présente une irrationnelle, fonction algébrique de æ, 1, Yo, ..., 
Ym définie par une équation algébrique 


(6) fCT, Pis Vas +... YmrZ) = 0. 


8. Envisageons ce que nous avons appelé précédemment uvre 
courbe intégrale, c’est-à-dire un ensemble de valeurs de æ, y4, 
Vas ++, Ym Satisfaisant aux équations différentielles. Si pour tout 
point (x, Vis Vas...) Ym) de cette courbe intégrale, la valeur 
correspondante de z tirée de l’équation (6) est une racine mul- 
uple de cette équation, de telle sorte que z cesse d’être une fonc- 
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uon uniforme des »m +1 lettres, dont il est fonction algébrique, 
dans le voisinage de ce point, la solution considérée ne pourra 
pas être obtenue par l'application du théorème fondamental re- 
latif à l'existence des intégrales; nous la dirons une solution 
singulière. 

IL est clair qu'ici, comme dans le cas d’une seule équation, cl 
n'y aura pas en général de solution singulière. Pour avoir une 
solution singulière, on devra d’abord dent éliminer 3 entre 
les deux équations 


on obtient ainsi une relation 


(7) QUE Vi Parce :: Vm) = 0: 


C’est une certaine surface sur laquelle doit se trouver la courbe 
intégrale singulière. On aura alors à chercher si l’on peut satis- 
faire simultanément aux équations (4) et (5). Plusieurs circon- 
stances pourront se présenter. L’élimination d’une des fonctions, 
Ym par exemple, entre (4) et (7) conduira à un système de m 
équations à m — 1 fonctions Yi, ..., Vm_1 


l d m— 
eù (2, Jus ms D + he 


: d dm 
gm(e y es Jr ÉhTA _ 1) a 


et ces m équations seront en général incompatibles. De simples 
dérivations .et éliminations permettront de reconnaître si ces 
équations sont ou non compatibles, et quel est le degré de géné- 
ralité des solutions communes. Celles-ci pourront, suivant les cas, 
être complètement déterminées ou dépendre d’une, deux, ... ou 
m — 1 constantes arbitraires. Si les solutions ne sont pas com- 
plètement déterminées, elles seront données par un système 
d'équations différentielles. 


9. Examinons d’abord le cas où 1l n’y aurait pas de solution 
singulière; nous prenons un point arbitraire (4, #1, ..., Am) SUL 


la surface 
| Q(Z, Ji, ..., Ym) = 0; 
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et nous allons chercher les courbes intégrales passant par ce point. 
Nous n’avons qu’à raisonner comme dans la Section précédente. 
En supposant, pour rester dans la généralité, que la racine cor- 
respondante 3 soit une racine double, nous aurons pour 3 une ex- 
pression de la forme 


3 = A(x, Yi, ...) Ÿm) + CG(X, y1, 5 Ym)V BC rx) mn 


et nous aurons par suite 


nn — Aie, Vite.) CAS AR # ., Ym)VB(&, Vas Tr 


AE = A, (æ, Ya, ….) Vm) + Co(%, Ji; .…., Ym)VB(&, Pise. im) 


UV ER 
= An(, y c., Jm) + Cn(T, ÿ1, YVES J'1» sé Mines 


les À, les C et B étant des fonctions holomorphes de x, 34, 
Jm dans le voisinage de &, 4, ..., an. De plus, on a nécessaire- 
ment B(z;91, .: Yr)e20 pour tout point de la surface Q = o 
VOISINAdE NX, tai me 4m). Nous pouvons, pour simplifier l’écri- 
Lure, SUPposer à — 4 —..:— Am» — 0; on aura alors 


A;(æ, Vire Ym)— A+ hit + di Vi+ Qui Ve +. + AmiVŸmTr... 


(LI ARE Tan 
B(x, J'1: cm) = + pit. + Em Y m4... 
LOUTÉT EPA EE LES = Mn DONS 


dy; 
ne = Ai (OS OL) 


On devra avotr 
k + KA: + K2A9+. ME Km ÂAm < 0; 


dans le cas contraire, en effet, le point considéré étant un point 
arbitraire de Q — o, on aurait l'identité 


0B 0B 0B - 
(8) ave DOPA SN ANR) RE Mr ben CRE ‘:3,Ym)—0, 


vérifiée pour tout système de valeurs de x, y1, .…, Vm Satisfaisant 
à l'équation Q —o ou, ce qui revient au même, à l'équation 


[SL 
QX 
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B = o. Les équations différentielles 


d : 
__ = A1(æ, Yi, M | 


d R 
PE — A LR Vis ces Vm) 


en prenant pour système de valeurs initiales un point de la sur- 
face Q, donneraient alors une courbe intégrale située sur cette 
surface; pour le voir bien nettement, il suffit de prendre les 
m équations 


d 
_. ACT, 1, . Fm) 
dY m— 
nu — Am1(T; Yi SA ED 


POV E ee Mn) 0! 


Une intégrale est complètement déterminée par le système indiqué 
de valeurs initiales, et l’identité (8) montre que l’on aura 


dY mn 
dx 


—= An(T; Yi; - 14: Vm) 


10. Nous n'avons plus maintenant qu’à poser 
VE æ'?, VENTRE AR Vale, ..…., HD CN Cd 


Le système d'équations différentielles devient 


T tt ——9À+2A;+... 


+ Ge, la. md2).2T' V2 Kia ++ Em im + &'( ) (= Tr, 


Il y aura un système d’intégrales holomorphes prenant respec- 
tivement les valeurs À,, A:, ..., Am. Il en résulte les intégrales 


s: 
Ji A: Es cp 4 LE. ., 
3 
Wales AelT pa Li... 


3. 
9 
Jm= Ame +Pma?te... 


50): 


(9) 
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On voit donc que l’on obtient une courbe intégrale présen- 
tant un rebroussement au point considéré de la surface Q. 
C’est le résultat que nous avions obtenu dans le cas d’une seule 
équation. 


11. Supposons maintenant qu'il y ait une solution singulière. 
Nous transformerons d’abord les équations en posant 


B(x7,Y1;, Yo; dm) = #3 


d’où l’on tirera y, en fonction holomorphe de +, RAT A eu 
el 3, dans le voisinage des valeurs zéro. Les équations deviennent 


d A " El . 

. = D; (5, V1, Yom 2) M, 7, m1 20e (TN 2m tr), 
dz VAS Es 

RES = Dr, Vi, , Ym15 3) + E»(x, Yi, ….) Vm—11 3) Vz, 


les Det E étant des fonctions holomorphes de æ, y, ..., Ym_1, & 
dans le voisinage des valeurs zéro de ces grandeurs. 

Différents cas peuvent se présenter; si la fonction D,, s’annule 
identiquement pour 3 — 0, on voit que l’on pourra satisfaire aux 
équations en faisant 3 — 6 et en prenant pour les y des intégrales 
du système 


dy: 
dx 


DT EN A ON (LAS s ES Ph 


Nous sommes alors dans le cas où l'intégrale singulière dépend 
de m — 1 constantes arbitraires. Considérons une de ces intégrales 
singulières, celle, par exemple, qui correspond pour x = o à 


Ji... —Ym-1= & = 0. 


Nous allons chercher s’il y a une autre intégrale de (9) prenant 
pour æ — 0 ces mêmes valeurs. Ecrivons de nouveau les équations 


dy; Ke 
= — D;(x, vi, : .., Vm—1 24) + E; (T;Y1,..., YA ON 
dz À È 
D LV 3 PP, Visses Vmts 2).8 En (T, V1, Vire) Vs. 


Or, il suffit de poser z = z/? pour avoir un système qui se pré- 


SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 97 


sente sous la forme ordinaire, Nous obtenons donc un système 
d'intégrales autre que le système considéré d’intégrales singulières, 
prenant les mêmes valeurs initiales, et il est manifeste que, pour 
l’un et l’autre de ces systèmes, les dérivées de premier ordre ont 
les mêmes valeurs initiales : nous pouvons donc dire que l’on a 
une courbe intégrale tangente à la solution singulière. 


12. Nous avons supposé, dans le paragraphe précédent, que 
MAR Vaso, Vins 
était identiquement nul. S'il n’en est pas ainsi, nous poserons 
LE aie m1 ORALE 


On pourra tirer de là, en général, y»_, en fonction holomorphe 
de æ, Yi, ..., Ym_», U, et le système prendra la forme 


dyi - 
dx = AT Vt re Ÿm—2; HR PE (TiVas 0 à 5 J'me Ur VIe) 2 ent 2), 
du se 
+ 7 = Am—1(T; 1; ss Vin—9s U, 3) rtr Cme1 (Ti, ..) Ÿm—2s U, 3) Vz, 


dz æ 
are Vis tVu+...+en(x, Vi, ...)Ym2 U, 3) V2, 

, 4 
les Ÿ étant holomorphes en x, y, ..., Ym_o. Supposons que l’on 
ait 

Mn1(T; Ya; ...) Vm—2» 0, 0) 

identiquement nul. Les deux dernières équations seront vérifiées 

pour u—0, 5—0; quant aux y, 1ls seront déterminés par le 

système 

dyi | SE 

. Van mo, 030) (É=:1,2,...,Mm—03), 
et l’on aura, dans ce cas, des solutions singulières dépendant de 
m — 2 constantes arbitraires. Prenons l’une de ces solutions; on 
peut toujours supposer que c’est la solution correspondant aux 
valeurs initiales zéro. Posons 


19 f: 


PAS AE U—=RZ, 


eg (2 d Lie 
et considérons x, 1. -.., Vm_2, 4 comme fonctions de z/; on 
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aura 

CRUE I 

EE ————— — Fa VS 

2 d3" 13 +Vau +. +er(2e., 13,72) 

NO LR 10/8 EE ]—ulWz+dp+...+en(x,....1uz!,38)] 

PO TT Le : 2 
dz' Ms + Van... +en(r, ..., 2,22) 
CREER 
dz! TE xs 


les ‘7; étant holomorphes dans le voisinage de 
5 à Al — ,. = Vmnm—2— b —= & —= O. 


Nous supposons, pour prendre le cas le plus général, que Em nE' 
s’annule pas pour les valeurs séro des lettres dont il dépend. 
L'étude des équations précédentes ne présente alors aucune diffi- 
culté; le coefficient de x dans la seconde équation, étant égal à — 1, 
est négatif; nous aurons un système d’intégrales æ&, pi, Yi, Vas 
Ym_, fonctions homolorphes dé z/ et s’annulant pour z/— 0. En 
revenant aux équations primitives, nous aurons donc wne énté- 
grale tangente à la solution singulière. Le contact des deux so- 
lutions est évident, puisque les dérivées du premier ordre ont les 
mêmes valeurs initiales pour l’une et pour l’autre. 


13. On peut continuer de la même facon dans le cas où les 
solutions singulières dépendraient de m — 2, m—3, ... ou zéro 
constantes arbitraires. La conclusion est toujours la même : 


St l’on prend un point arbitraire sur une courbe intégrale 
singulière, on pourra, en général, faire passer par ce point 
une seconde courbe intégrale non singulière et tangente à la 
première. 


Le cas extrême où il y aurait une seule solution singulière ne 
dépendant pas d’une constante arbitraire sera celui des équations 
(en nous bornant à deux équations) 


du - 
D =au+Br+...+ea(r, u,v) Ve, 
do MATRA NES _ 
Fr =au+f$e+...+e(x,u,e) y», 
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les «, B, «/,fÿ, ... étant des fonctions de x; la seule solution 
singulière est ici donnée par 


= 0, p = 0. 


14. Nous avons vu que, dans le cas du plan, la théorie des 
solutions singulières se rattache à la théorie des enveloppes. Il en 
est de même pour un espace à un nombre quelconque de dimen- 
sions. Nous nous contenterons de considérer le cas de trois dimen- 
sions. M. Goursat (*)a montré, comme il suit, comment la théorie 
des solutions singulières se rattachait à la théorie des congruences 
de courbes. Prenons la famille de courbes 


Hbt 2,4, 0)==0; 


0(r7,Y,3,a,b)—o, 


(G) 


dépendant des deux constantes arbitraires & et b. En considérant 
y et = comme des fonctions de x, on définit ainsi un système de 
fonctions y et z de x satisfaisant à deux équations différentielles 


dy dz 
| F(,9,2, dx’ a) 0; 
dy dz 
æ (as D 0 EAU 
Rappelons les points fondamentaux de la théorie des con- 
gruences de courbes. On cherche d’abord à déterminer b en fonc- 


uon de &, soit 


(E) 


br Ca}, 
de façon que la famille de courbes 


(1 JIr:7; Z; a, À(a)| =, 0! 
0) 
p[æ,y,2,4a, À (@)] =:0 


ait une enveloppe. On sait qu'il faut et suffit pour cela que les 
quatre équations (10)et(r1) 


GA O F3, Rae 

Sa + (a)=0, 
(He do . 09 

Care RSR k — 

Don AN) ES 


(*) E. GoursAT, Sur la théorie des solutions singulières des équations diffe- 
 rentielles simultanées (American Journal of Mathematics, t. XI). 
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aient une solution commune en x, y et 3, quel que soit a. L’éli- 
mination de x, y, s entre ces quatre équations conduit à une 
relation 
4 Ia, (a), X'(a)] = 0; 

la fonction À (a) est donc donnée par une équation différentielle 
du premier ordre. Chaque courbe de la congruence appartient 
donc à une ou plusieurs familles de courbes de cette même con- 
gruence qui dépendent d’un paramètre arbitraire et ont une enve- 
loppe. Désignons, d’une manière générale, par F ces courbes 
enveloppes. Celles-ci seront nécessairement situées sur la surface 
définie par les trois équations 


ACL RENAN O}E 0; 

DM MENT PONE 0, 

df de _ fe _, 

AIO EPP NOR ETC 
comme on le voit, en éliminant \ (a) entre les équations (14). 
Cette surface s'appelle la surface focale de la congruence, et 
toute courbe de la congruence est tangente aux différentes nappes 
de cette surface focale. 

L'ensemble des courbes T est évidemment donné par une 
équation différentielle du premier ordre, puisque ces courbes sont 
données par les équations (10) et (11), et l’équation y = o. Or, 
considérons une courbe Let un point arbitraire sur cette courbe; 
par ce point, passe une courbe de la congruence C tangente à Fr. 
En considérant donc y et 3 comme fonctions de x, pour l’une et 
l’autre de ces deux courbes, on peut dire que pour elles 


dy dz 
D 4x dx’ 
ont les mêmes valeurs aux points considérés. Nous en con- 
cluons que les courbes T satisfont aux équations différen- 
telles E. 


En général, les courbes F n’appartiendront pas à la congruence; 
elles seront les solutions singulières du système (E). 
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SUR CERTAINES CLASSES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


I. — Équations de Briot et Bouquet. 


1. Dans un de leurs Mémoires sur les équations différen- 
uelles (), Briot et Bouquet ont considéré les équations de la 


f(x ) 0, 


J étant un polynome, et ont cherché dans quels cas l'intégrale de 


forme 


cette équation est une fonction uniforme de 3. 

Nous allons suivre une tout autre voie que Briot et Bouquet 
et nous allons démontrer a priori le théorème suivant, déduit 
par M. Hermite (?) des recherches de Briot et Bouquet. 


Quand l'intégrale de l’équation précédente est uniforme, 
le genre de la courbe 


ALLO ET à 
est nécessairement égal à zéro où à l’untté. 


J'ai déjà indiqué la méthode que je vais suivre, dans mon Mé- 
moire : Sur les fonctions algébriques de deux variables indé- 
pendantes (*), en l’appliquant aux équations différentielles du 


(') BrioT et BOUQUET, /ntégrations des équations différentielles au moyen des 
fonctions elliptiques (Journal de l’École Polytechnique, t. XXI). 


(2) HERMITE, Cours lithographié de l’École Polytechnique, 1853. 
(*) Journal de Mathématiques, 1889. 


62 CHAPITRE IV. 


second ordre qui ne renferment pas explicitement la variable in- 
dépendante. Nous allons nous appuyer sur les théorèmes géné- 
raux relatifs aux courbes algébriques démontrés dans le tome Il; 
j'ai seulement une remarque à ajouter. 


9. Nous avons étudié les transformations birationnelles d’une 
courbe en une autre ou d’une courbe en elle-même. Soient deux 
courbes algébriques 


f(æy)=0,  F(X,Y)—o. 


On peut concevoir qu'il existe, entre les points (x, y) et (X, Y) 
de ces deux courbes ou des surfaces de Riemann correspondantes, 
une transformation biuniforme, c’est-à-dire telle qu’à un point 
arbitraire (x, y) de la première ne corresponde qu’un point (X, Y) 
de la seconde et inversement. On suppose que cette transforma- 
ion biuniforme n'ait d’autres singularités possibles que des poënts 
essentiels isolés. Il est facile de voir que, dans ces conditions, la 
transformation biuniforme sera nécessairement birationnelle. 

Supposons, en effet, que la transformation ail un point singu- 
lier essentiel; soit x — a, y — b un tel point, qu’on peut toujours 
supposer un point ordinaire de la surface de Riemann. Alors X 
et Ÿ seront des fonctions uniformes de æ dans le voisinage de 
x = &, Ce point étant un point singulier essentiel pour ces fonc- 
tions : soient 

X = q(x), Y=%(x). 
À une valeur arbitraire de X correspond, dans le voisinage de 
æ— a, une én/finité de racines de l’équation 


x — o(x), 


d’après un théorème que nous avons énoncé (t. Il, p. 121); pour 
ces racines la fonction L (x) ne pourra avoir qu’un nombre limité 
de valeurs, celles qui correspondent à l'équation 


F(X Y)=0. 


Donc, à un point arbitraire (X, Y) de la courbe F se trouve 
correspondre une infinité de points (x, y) de la première dans le 
voisinage de x = a, y = b; la substitution ne serait donc pas bi- 
uniforme, et le théorème est par suite démontré. 
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Nous pouvons remarquer que le théorème précédent re sub- 
sisie pas pour deux surfaces. algébriques. Entre les points de 
deux surfaces on peut avoir une correspondance biuniforme qui 
ne soit pas birationnelle. Il suffit pour s’en assurer de prendre la 
correspondance 


qui est biuniforme, mais non birationnelle. 


3. Reprenons maintenant l'équation 
/ du i 
ACNUA 0, (2 


dont l'intégrale, par hypothèse, est une fonction uniforme de z. 
Désignons par UÜ et U’ ce que deviennent w et u! quand on rem- 
place z par 3 + h, L étant une constante quelconque. 

Il est facile de voir qu’à une valeur (uw, u!) ne correspond qu’une 
valeur de (U, U’) et inversement. En effet, une intégrale est com- 
plètement déterminée si l’on se donne sa valeur et celle de sa dé- 
rivée en un point 3, valeurs liées nécessairement par la relation 
J= 9; cette intégrale sera donc déterminée au point 3 + h, et il 
est mamifeste, d’après la formule de Taylor, que U et U' ne dé- 
pendent que de w et u! et À et nullement de z. Nous pouvons donc 


dire que la courbe 
HQE, Hi 0 


admet une transformation biuniforme en elle-même, dépendant 
d’un paramètre arbitraire A. Les seuls couples (u, u'), auxquels 
pourraient correspondre plus d’un point (U, U'}, sont les valeurs 
de (w, u') qui donnent les points de ramification ou les points 
singuliers de f; ce sont des points isolés qui pourraient être des 
singularités essentielles pour la transformation biuniforme ; mais 
nous venons de voir au paragraphe précédent que cette circon- 
stance ne peut se présenter. Nous arrivons donc à la conclusion 
suivante : {a courbe f admet une transformation birationnelle 
en elle-même dépendant d’un paramètre arbitraire h. K en 
résulte, d’après le théorème de M. Schwarz (t. IL, p- 437), que la 
courbe f est du genre zéro ou du genre ux. 
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4. Le résultat que nous venons d'établir a priori permet de se 
rendre compte bien facilement de la nature des fonctions uni- 
formes de 3 satisfaisant à l'équation différentielle 


Supposons d’abord que cette relation algébrique soit de genre 
zéro. Nous pourrons poser 


DER AO), 
du 
dz Fi = R;(0), 


R et R, étant rationnelles, et de telle sorte que Ÿ soit une fonction 
. du : : : 
rationnelle de w et Ta (1. IT, p. 499), et, par suite, fonction uni- 
forme de 3. 
En dérivant la valeur de w et l’égalant à la valeur donnée par 
la seconde ligne, nous sommes amené à l'équation 


D = (0) 


© (4) étant une fonction rationnelle de Ô, et nous avons à chercher 
dans quels cas une telle équation peut donner pour 0 une fonction 
uniforme de 3. 

IL est d’abord évident que w(0) devra être un polynome; si- 
non 6 deviendrait infinie pour une certaine valeur « et l’inté- 
grale de l'équation devenant, pour une valeur arbitraire d’ail- 
leurs 5, égale à &, aurait en 3, un point critique algébrique (t. II, 
p- 324) et, par suite, ne serait pas uniforme. Pour la même rai- 


son, en changeant 0 en FL on voit que le degré du polynome w(4) 


ne peut surpasser deux; sinon, dans l’équation en N/, l'intégrale 
devenant nulle pour 3, aurait en ce point un poisl critique algé- 
brique. On a donc 

do 

Le = al? + b0 + C, 
ce qui donne immédiatement pour À, soit une fonction linéaire 
de eË*, k étant une constante, soit une fonction linéaire de z. Nous 
arrivons donc à la conclusion suivante : quand la courbe f est 
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du genre zéro, la fonction u supposée uniforme ne peut étre 
qu'une fonction rationnelle de 3 ou une fonction rationnelle 
de eïz. 


D. Examinons maintenant le cas où’la courbe 


PU) 
est de genre un. Soit 


[RC u") du 


l'intégrale de première espèce relative à cette courbe. Nous avons 
dit qu'une certaine transformation birationnelle contenant un pa- 
ramètre arbitraire À transforme en elle-même la courbe HAONIa 
ainsi la transformation 


LE Gun hi 


L 


di (Gu, ul, h); 


U et UÜ’ étant ce que deviennent w et w/ quand remplace z par 
3 + h. On aura nécessairement 


ROLL TU ES AR (U.U da 


la transformation birationnelle devant nécessairement transfor- 

mer une intégrale de première espèce en elle-même un facteur 

près. À priori À peut dépendre de A; mais, comme nous l'avons 
? non , 4 ‘ e 9 & 

vu d'une manière plus générale (1. IL, p. 437), 1 n’en dépend pas, 

et, puisque, pour À — 0, 


UN DST: 


? 
À est nécessairement égal à wn. Nous avons done 


Ru, u') du = R(U,U') dU, 
el, par suite, 


dU 


, du > 
R(u, Er SR 


Il résulte de cette égalité que la fonction de = 
du 


ds 


P. — III. ) 


R(&,05) 
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ne change pas quand on change 3 en 3 + h, h étant une constante 
arbitraire; 1l faut donc qu’elle ne dépende pas de 3 et nous 


avons 
du 


dz 


R(u, u') 


= €, 


a étant une constante. Ainsi 


IEC u') du = az. 


La fonction w s'obtient donc par l’inversion d’une intégrale de 
première espèce relative à une:courbe de genre un. Elle est une 
fonction doublement périodique de z. 


6. En résumé, nous avons étudié tous les cas qui peuvent se 
présenter pour l'équation de Briot et Bouquet 


: du à 
Sn) NP 
Le 
Quand l'intégrale de cette équation est uniforme, cette fonc- 
tion uniforme ne peut étre qu'une fonction doublement pério- 


dique de z, ou une fonction rationnelle de e* (k étant une 
constante), ou une fonction rationnelle de z. 


II. — Généralisation des équations de Briot et Bouquet. 


/. Le problème de Briot et Bouquet peut se poser sous une 
autre forme qui va nous conduire à une généralisation intéres- 
sante. Si nous reprenons l'équation 


f(u, u')= LE 


u, uw 

CU) Ju 
—r = Z. 
[42 


Le premier membre esl une intégrale abélienne relative à la 


nous aurons 


courbe f, et l’on a à considérer les cas où l’inversion précédente 
donne pour w et uw! des fonctions uniformes de 3. On peut donc 
d’une manière plus générale prendre une courbe algébrique 


Jr, 7) =0, 
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et:se demander si l’on peut trouver une intégrale abélienne con- 


venable 
(x, Y) 
J R(x, y) dx, 
( 


To: Yo) 


telle que l’équation 


(x, y) 
Î Rte, pare 


(Lo; Yo) 


donne pour x et y des fonctions uniformes de u. 


8. C’est la question qui vient d’être posée que nous allons 
généraliser. Envisageons à cet effet les expressions de la forme 


REC) 


| x rte) 
| FL À(xX,y)dx 
(1) d— e dx, 


X(æ, y) étant une fonction rationnelle des variables x et y hées 
par la relation | 


PR r)—=0, 


et en supposant de plus que /a fonction u n’aït sur la surface de 
Riemann que des pôles ou des infinis logarithmiques, de telle 
sorte que les singularités de w soient absolument de même nature 
que celles des intégrales abéliennes attachées à la courbe f (1). 

Nous allons chercher (2) dans quels cas l’inversion de l’ex- 
pression (1) peut donner pour x et y des fonctions uniformes 
de u et quelle sera la nature de ces fonctions uniformes. La 
conclusion de notre recherche va être que la courbe f doit étre 
nécessairement de genre zéro ou un et les fonctions uniformes 
de w se ramènent aux fonctions doublement périodiques ou à 
leurs dégénérescences. ) 

Je tiens à rappeler que M. Appell faisait, en même temps que 
moi, une étude approfondie des expressions (1) dans son grand 
Mémoire sur les fonctions à multiplicateurs (Acta mathematica, 
t. XIII) sans toutefois se poser le problème qui nous occupe ici. 


"Le 
(*) Nous nous placerons au 8 16 dans un cas plus général. 


(*) Jai fait pour la première fois cette recherche dans le Chapitre VI ($ 1, 2, 
3, 9, 6) de mon Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables; je suis 
revenu sur Ce sujet dans l'American Journal of Mathematics (Vol. XVI, n° 1). 
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9, Commencons par faire l'étude des expressions w définies 
plus haut, en la réduisant à ce qui sera indispensable pour notre 
démonstration. Nous supposerons, comme d'habitude, que la 
courbe f n’a que des points doubles et a ses directions asympto- 
tiques distinctes; m désignera son degré. 

L'expression w peut avoir des pôles et des infinis logarith- 
miques. Il est évidemment permis de supposer que ces points ne 
se trouvent ni à l'infini, ni en un point de ramification de la sur- 
face de Riemann correspondant à la fonction algébrique y de x, 
car il est possible d’effectuer préalablement une transformation 
birationnelle convenable pour éviter ces circonstances. 

Cela dit, envisageons les infinis de À(x, y). Soit d’abord (a, 6) 
un infini qui ne soit pas un point de ramification. Le point & sera 
un pôle de À(x, y), et son résidu devra être un entier positif 
ou négatif, pour que le point a soit un point ordinaire, un pôle, 
ou un infini logarithmique de la fonction w. Ge pôle ne pourra 
d’ailleurs être qu’un pôle simple, sinon la fonction w aurait en ce 
point une singularité essentielle. Désignons par Æ le nombre des 


points (a, b) et appelons 
Ty, "Un, 9 AZ 


les résidus (entiers positifs ou négatifs) correspondant à ces duf- 
férents points. 

Considérons maintenant un point de ramification ( x, y) de la 
surface de Riemann, rendant x infini. Ona 


y-n=HvVr-m+.. (HZo). 


g 
Donc À (x, y} se développera suivant les puissances de (x — x}, 
et pour que le point (x1,71) de la surface de Riemann soit un 
point ordinaire pour &w, on doit avoir pour À(x,y) le dévelop- 


pement 
A; B, 
UML 7 CONNRSPIRE En Ci +. 


(x— +)? 


Xe (æ,F) — 


Tir T1 


À, étant de la forme “. u, étant un entier au moins égal à — 1 
(t. IE, p. 383). 

IL nous reste à parler des points à l'infini qui sont, par hypo- 
thèse, comme les précédents, des points ordinaires pour w. Sur 
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un quelconque des m» feuillets, nous devrons avoir, pour x très 
orand, un développement de la forme 


r 


R 


R étant un entier au plus égal à — >. Pour chaque feuillet, on 
aura un nombre R. 
Ainsi nous avons trois Catégories d’entiers 


MAUR 
Comme 1l est bien connu, on a entre eux la relation 


(2) HatTu—S R, 


Jar) dx = 0, 


l'intégrale étant prise le long du contour fermé rendant la surface 


en écrivant que 


simplement connexe, contour classique dans la théorie des surfaces 


de Riemann (t. II, p. 385). 


10. Les expressions w, que nous étudions, se partagent naturel- 
lement en fonctions de première espèce, de seconde espèce et de 
troisième espèce. Les fonctions de première espèce restent toujours 
finies, celles de seconde espèce n'ont sur la surface de Riemann 
d’autres infinis que des pôles, enfin il y a des infinis logarith- 
miques pour les fonctions de troisième espèce. 

On voit immédiatement à quelles conditions l'expression (1) 
sera une fonction de première espèce. Tous les entiers à doivent 
étre positifs, afin que le point (a, b) ne soit pas un pôle ou un 
infini logarithmique. 


11. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du 
théorème énoncé. On va donc supposer que l’inversion de l’expres- 
sion (1) donne pour x et y des fonctions uniformes de w, et l’on 
veut démontrer que la courbe sera du genre zéro ou du 
genre un. 


19. Ecrivons de nouveau la relation 


œn fer 
v ev ANA Jr — y. 


70 CHAPITRE IV. 


Supposons d’abord que le premier membre soit une fonction 
de première espèce. Il est immédiat qu'il ne peut y avoir pour 
À (x, y) de pôles (a, b), car le développement de w suivant les 
puissances croissantes (x — a) est de la forme 


u—=u+C(r—a)#rt+,. 


et l’inversion ne peut conduire à une fonction uniforme que si 
a—o. Tous les nombres à sont donc nuls, et l’on a alors, 
d’après la relation (2), 


(3) ZU=I2R. 
Passons maintenant aux points (æi, 1). Comme y — y, et x — x, | 


doivent être des fonctions uniformes de w, il en sera de même de 


NRA et 1l en résulte de suite que tous les x doivent être 
égaux. à — 1. Ainsi le nombre h correspondant à chacun des 
points de ramification doit étre égal à — 1. 

Il ne nous reste plus qu'à considérer les points à l'infini. On 
voit encore immédiatement que tous les R doivent avoir la va- 
leur: — 2, 

Ainsi nous avons 


Eu=—[m(m—1)—2d|], 
en désignant par d le nombre des points doubles de f, et de plus 
ZR——2m. 


La relation (3) donne donc 


m(m —3) 
2 


d — 


La courbe sera par suite du genre un, comme nous voulions 
l’'établir. 

Allons plus loin, en cherchant quelle sera la forme de l’'expres- 
sion w. Soient ÀA(x,y)et À (x, 7) deux fonctions rationnelles, 
conduisant à une expression &, qui satisfassent aux conditions que 
nous venons de trouver. La différence 


(x, y) 
Le LA (r,y)— (x, y) dx 
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sera une intégrale abélienne n'ayant pas d'infinis; elle se réduira 
donc à une intégrale de première espèce. Ainsi, quand on aura 
une fonction À (x, y) satisfaisant aux conditions requises, on les: 
obtiendra toutes bien facilement. Or, appelons y l'intégrale de 
première espèce de la courbe jf de genre’ un; RARE y est une 
expression w, car on peut poser 


" 


. . V 7. ñ 
Une forme particulière de (x, y) sera donc -, et sa forme géné- 
ÿ 


rale sera par suite 


L/4 


ÿ 
A(z, 7) SR + ae 


a étant une constante, et l’on a comme forme générale de & : 


u = fes de. 


LL en résulte que w se réduit, soit à l'intégrale de première espèce 


(pour a — 0), soit à 
eV, 


abstraction faite d’un facteur constant sans intérêt. Les fonctions 
inverses sont donc, soit des fonctions doublement périodiques 
de u, soit des fonctions doublement périodiques de la combi- 


naison linéaire 
A logu.+ B, 


A et B étant des constantes. 


13. Nous avons supposé que w était de première espèce. Sup- 
posons-la maintenant de seconde espèce. Nous allons montrer 
d’abord qu’elle ne peut avoir qu’un seul pôle: Supposons en effet 
que w ait sur la surface de Riemann deux pôles À et A’. Quand 
(æ, y) s'approche de A, w augmente indéfiniment et inversement ; 
aux valeurs de w, d’un module suffisamment grand, correspond 
uniformément un'certain domaine autour de A. Allons de À en 
A! par un chemin déterminé, d’ailleurs quelconque; w augmentera 
indéfiniment quand (x, y) se rapprochera de A’, et aux valeurs 
de u d’un module suffisamment grand correspondra uniformément 
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un certain domaine autour de A. À une même valeur de w suffi- 
samment grande correspondront ainsi deux valeurs de (æ, y), l’une 
dans le voisinage de A, l’autre dans le voisinage de A’, et il est clair 
qu’on pourra passer de l’une à l’autre en faisant décrire à w un 
chemin convenable dans son plan, chemin qui correspondra au 
déplacement de (x, y) depuis la première valeur jusqu’à la 
seconde sans s'éloigner du chemin déterminé tracé plus haut entre 
À et À”. L'inversion ne donnera donc pas, pour æ et y, des fonc- 
tons uniformes de w si l'expression (1) a plus d’un pôle. 

Le pôle unique est nécessairement compris parmi les points 
(a, b), et l’inversion ne peut être uniforme que si la valeur de « 


correspondante est égale à — 2. L'inversion uniforme exige aussi 


qu'il n’y ait pas d’autres points (a, b), pour la raison donnée au 
paragraphe précédent. Pareillement, tous les nombres u sont 
égaux à — 1 et les nombres R à — 2. La relation (2) nous donne 


alors 
—2—[m(m—1)—2d]——021m, 


d’où l’on conclut 
__(m—1(m—o) 
Le à 


d 


? 


c’est-à-dire que la courbe est unicursale Gt 


Puisqu'il n’y a pas de cycles, la fonction de w, qui est de seconde 
espèce, est une fonction rationnelle de x et y et, par suite, du 
paramètre 0 en fonction rationnelle duquel on peut exprimer x et y. 


Il est donc évident que x et y seront des fonctions rationnelles 
de u. 


1 4. Supposons enfin que w soit une fonction de troisième 


(') On pourrait arriver à ce résultat, d’une manière plus rapide, sans com- 
mencer par établir qu'il n’y a qu’un seul pôle. Supposons, en effet, qu'il y ait 
À pôles, on aurait 


—2À—[m(m—1)—-2d]=-92m, 
c'est-à-dire 
m(m—3) 


) 


d = k À. 


À, s’il n’est pas nul, ne peut donc être égal qu’à l’unité, puisque d ne peut sur- 


m (m—3) 
PRE ER rare 0 AE 
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espèce. Tout d’abord, dans le voisinage d’un point &, la parue 
de w devenant infinie ne peut avoir une partie polaire et une partie 
logarithmique, car l’inversion ne pourrait, dans ce cas, être uni- 
forme. 

Supposons, en effet, que l’on ait une partie polaire et une partie 
logarithmique. On aurait 


Aer} Alos(zx — a) +... =, 


A; 


la partie o(æx) étant une somme de termes de la forme : 
CP di) 


Cette équation peut s’écrire 
It 


tr re a) e? (x)+... = eÀ, 


Le premier membre aura en & un point singulier essentiel isolé. 


[12 


Donc, pour une valeur arbitraire de e*, nous aurons une infinité 
de racines de cette équation dans le voisinage de a (t. Îf, p. 121). 
Donc, pour une infinité de valeurs de x autour de a, l’expression 


AG(x)+Alog(xz — a) +... 


a la même valeur, à des multiples près de 2rcA. On peut faire 
disparaître ce multiple de 277 À en faisant tourner x autour de a, et 
nous pouvons, par conséquent, dire qu’à une valeur de w corres- 
pond un nombre infini de valeurs de æ. Dans l'hypothèse faite, 
l’inversion ne se ferait donc pas d’une manière uniforme. 

Donc, dans le voisinage d’un point (a, b), nous aurons 


(4) Alog(x—a)+...=u, 


la partie non écrite étant holomorphe en x — a. 
Posons 


u=u+iu", æ—a—=p(cosè +zsinb), A =a+t6, 


1 


on aura 
u'—alogs — 60 +..., 


u"= B logo + aÿ+..., 


les parties non écrites tendant vers des valeurs finies déterminées 
quand æ tend vers a. On tire des deux égalités précédentes 


au+$Bu’— (a+ f$?2)logp +... 
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Donc, quand x est suffisamment voisin de a, on a 
au+fu'< o. 
Reprenons alors l’équation 


Alog(æ—a)+...=u, 


que nous écrirons 


[44 


(æ — a)eŸx) — eA, 


(x) étant holomorphe dans le voisinage de «a. La parte. réelle 


u 
de — est 
A 
au+fu 


a? +.f2 


Par suite, en désignant par ÿ une quantité positive suffisam- 
ment grande, on voit qu'il y a, par la relation précédente, une 
correspondance uniforme entre un cercle d’un rayon suffisam- 
ment petit décrit autour de a et le demi-plan défini dans le plan 
de & par l'inégalité | 


(5) au'+fBu"+y<o. 


Ceci posé, on voit d’abord, en raisonnant comme au para- 
graphe précédent, que w ne peut avoir à la fois un pôle et un in- 
fini logarithmique, car au voisinage de ce dernier correspond un 
certain demi-plan, tandis qu’au voisinage du pôle correspond 
tout le domaine du plan w où le module est suffisamment grand ; 
ces deux régions ont une partie commune et, par suile, à une 
même valeur de w correspondraient déux valeurs de (+; y). 

Nous devons donc seulement examiner le cas où & aurait un: ou 
plusieurs infinis logarithmiques; ces infinis seront des points 
(a; b) et la valeur correspondante de « sera égale à — 1. D'’ail- 
leurs il n’y aura pas d’autres points (a, b), car si un point (@, b) 
était un point ordinaire pour w, l’inversion ne se ferait pas d’une 
manière uniforme (déjà dit plus haut). On voit d’abord qu’il ne 
peut y avoir un seul point logarithmique : on devrait avoir en 
effet, d'après la relation (2), | 


—1—[m(m—1 — 2d| = —021m, 
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égalité impossible, puisqu'elle donne pour d un nombre qui n’est 
pas entier. 

Peut-il y avoir pour & deux infinis logarithmiques? En dési- 
gnant par des lettres accentuées les constantes se rapportant au 
second infini, on fera correspondre, comme il a été dit plus haut, 
au voisinage de ce second point un certain demi-plan 


(6) .au+f'u+y<o. 


Pour que l’inversion se fasse: d’une manière uniforme, les demi- 
plans (5) et (6) ne doivent pas: avoir de partie commune. Cette 
circonstance se présentera sx l’on a 


1 A1? 
a! Gi 


c'est-à-dire si les deux droites limitant les demi-plans sont paral- 
lèles, et si de plus & et 8 sont respectivement de signes contraires 
à «et fÿ, les constantes positives y et y" étant d’ailleurs suffisam- 
ment grandes. Rien ne s’oppose donc à ce qu’il y ait deux infinis 
logarithmiques, mais notre raisonnement va nous montrer qu’il 
ne peut y en avoir trois. En effet, le demi-plan correspondant à 
ce troisième point aurait nécessairement une partie commune avec 
l’un ou l’autre des demi-plans précédents, et, par suite, l’inver- 
sion ne se ferait pas d'une manière uniforme. Pour abréger, nous 
ne montrons pas, comme plus haut, que les diverses valeurs de 
(æ, y) se permuteraient bien entre elles, car il n’y a rien à chan- 
ger à celte partie du raisonnement. 
Il y a donc deux & égaux à — 1, et nous avons donc 


—I—1—{[m(m—1)— 24] —21m, 


d’où l’on conclut encore que /«& courbe est unicursale (\). 


\ 


(:) On pourrait encore ici se dispenser de prouver & priori que le nombre des 
infinis logarithmiques. est deux. Enile désignant par À, on aura 


—X—[m(m—;1)—-2d4|=—2m 
ou 


A re 


m(m—3) À 
2 2. 


Si donc À n’est pas nul, on a 
= TT 


Cette démonstration est beaucoup plus rapide que celle du texte. 
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Si l’on exprime x et y en fonctions rationnelles d’un para- 
mètre 0, l'expression (1) sera alors ici une fonction de 4, holo- 
morphe dans le voisinage de tout point du plan, sauf de deux 
points 0, et Ü, qui sont des infinis logarithmiques; on aura donc 


et, par suite, x et y seront des fonctions rationnelles de ef, a étant 
une constante. La démonstration est achevée. La courbe f est du 
genre zéro ou du genre un, et nous avons indiqué les formes 
très simples des fonctions x et y de u (!). 


15. Comme nous l'avons remarqué au début, l’étude du cas où 
l’inversion d’une intégrale abélienne 


(LT) 
(7) 4f R(æ,y)dx=u,  [f(x,y)=0] 


donne pour æ et y des fonctions uniformes de w, est un cas parti- 
culier de la proposition que nous venons d’établir. Mais ici la dé- 
monsiration est encore plus simple, et l’on arrive ainsi de la ma- 
nière la plus rapide et la plus rigoureuse aux résultats obtenus 
par Briot et Bouquet dans leur Mémoire classique sur les équa- 


uons de la forme 
dx 
ND (z a) UE 


Aussi ne sera-t-il pas inutile de reprendre dans ce cas particulier 
la démonstration. 

S1 l’intégrale (7) est de première espèce, la courbe f est néces- 
satrement de genre un, si x et y sont fonctions uniformes de w. 
C'est le cas le plus facile, où la démonstration ne présente aucune 


(* ) Le résultat général que nous venons d’obtenir est en définitive un résultat 
négatif. En considérant les expressions (1), mon but avait été d’obtenir des trans- 
cendantes uniformes ne changeant pas quand on y remplace la variable w par 
certaines expressions de la forme au + b (les a et b étant des constantes, et les 
expressions formant nécessairement un groupe). On voit en effet immédiatement 
que u se change en au + b quand (x, y) décrit un cycle sur la surface de Rie- 
mann. On vient de voir que les fonctions cherchées se ramènent à des fonctions 
connues. 
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difficulté, puisqu'on a alors 


Q (zx, y) désignant un polynome adjoint d'ordre m — 3. En 
dehors des points doubles, il y aurait des points de rencontre de 
Q = o avec f, si le genre de f dépassait l'unité, et, par suite, x 
cesserait d’être fonction uniforme de w. Le genre de f est donc 
égal à un. Les deux fonctions x et y sont doublement pério- 
diques. 

S1 l'intégrale (5) est de seconde espèce, on peut supposer ($ 1) 
que ses pôles sont à distance finie et sont distincts des points de 
ramification. Raisonnant alors comme au $ 5, nous montrons que 
u ne peut avoir qu'un seul pôle. Ce pôle simple de w sera pour 
R (x, y) un pôle double. À l'infini, sur chacun des feuillets, on 
doit avoir un développement de la forme 


! 


/ 0 
R = — + — +... / F 
7) TNA (h=20 
Ensuite R(x, y) deviendra infinie aux points de ramification et en 
ces points seulement, de telle sorte que, pour un point de ramifi- 
cation (æ, y), on aura 


k 
R(x%,7) — 


— + A+... CRSEON: 
Væ Ta vi 

Dans toute autre hypothèse, en effet, x et y ne pourraient être 
fonctions uniformes de w. Enfin R(x,7y) ne s’annulera que pour 
les points à l'infini. 

Ceci posé, considérons l'intégrale 


(8) far, 


étendue à un contour rendant la surface simplement connexe. 
Cette intégrale est nulle, et, comme on connaît les racines et les 
pôles de R, elle se calcule immédiatement, ce qui donne 


—92—[m(m—1)—2d]=—2m. 


C’est la relation du $ 5; on en conclut que la courbe est unicur- 
sale. 
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Il ne reste plus à examiner que le cas où w serait de troisième 
espèce. Le raisonnement du $ 6 montre que w a deux infinis lo- 
garithmiques; pour les points à l'infini, et pour les points de ra- 
mification, la forme de R(æ,y) est la même que ci-dessus. En 
prenant encore l'intégrale (8) le long du même contour, on a 


—ii—[m(m—1)—924d]=—2m, 
d’où se tire encore la même conclusion. 


Quant à la forme des valeurs de x et y, elle s'obtient non moins 
facilement. Dans le cas où 4 est de seconde espèce, æ'et y sont 
fonctions rationnelles de w,'et, dans le cas où :4 est de troisième 
espèce, æ et y sont fonctions rationnelles de et, | 


16. Nous allons compléter, pour terminer, le théorème général 
démontré plus haut. Nous avons supposé que l’expression consi- 
dérée 

u = [Tata dx dy 


n'avait sur la surface de Riemann que des pôles ou des infinis lo- 
garithmiques, de telle sorte que les singularités de w étaient abso- 
lument de même nature que celles des intégrales abéliennes atta- 
chées à la courbe f. Si l’on prend a priori une expression de cette 
forme, en supposant seulement qu’elle n’ait pas de singularités 
essentielles, on pourra avoir certains points (a, b) pour lesquels 
le résidu correspondant à (voir $ 1) n’est pas un entier. La fonc- 
ton w n’est pas alors uniforme dans le voisinage de (a, b) et ila 
singularité n’est pas de nature logarithmique. Dans quels cas l’in- 
version pourra-L-elle conduire pour æ et y à des fonctions uni- 
formes? Il faut évidemment que 


1 
L+I = — 
h° 


l étant un entier positif ou négatif. 


S1 nous voulons faire la discussion, nous distinguerons lé cas 
où la fonction w reste toujours finie et celui où elle devient in- 
finie. 

Dans le premier cas, les nombres k seront positifs et finis (4 —1 
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étant évidemment exclu). Toutes les autres conditions restant les 
mêmes, nous obtiendrons, en écrivant l'égalité 


2 2-2 


la relation suivante 


D: (-1+ ) — [m(m—1)—2d]=—2m. 


Ceci nous conduit à 


mn) I I 
| DS): 


m(m —3) 


On voit que d surpasse et, par suite, /a courbe sera 


unicursale. 1 faudra de plus que 


E(-i)=+ 


Désignons par À le nombre des termes de la somme, on aura 


I I I 
À D SA ER eh: Le . + TL 
h; li2 CON 


les À étant des entiers supérieurs à wn. On a manifestement 


1 I LRU 
nn ue, 
h; la 7 29 


donc À— 2< 


D | > 


» ‘C'est-à-dire À< 4. 


On doit par suite avoir soit À = 3, soit À — 4. 
Pour À — 3, on a la relation 


I de I He I 
re 
h: ha hs 
Pour À = 4,ona 


I A I PR I a I 
__— tés f=— #3 — — De 
hi ho h3 k 
Les solutions de ces équations en entiers positifs sont en nombre 
très Hrmité ; 1l est sans intérêt de les transcrire, car nous verrons 
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dans un moment que leur discussion a été faite sous une autre 
forme par Briot et Bouquet. 
Passons au cas où « deviendrait infini. Nous avons toujours 


I 
ne 


(0 Ar UE 


h est un entier qui peut être négatif. Le cas de  — correspond 
à l'infini logarithmique, le cas de h — — 1 au pôle, de telle sorte 
que tous les cas sont compris dans la formule précédente. Nous 


: 1'MCTLEPEA 1 PR 
dre 2 + >(-;) 


La courbe sera donc encore unicursale. 


aurons encore 


Quant à la nature de x et y, nous l’obtiendrons de suite, en re- 
marquant que, la courbe étant unicursale, on a, pour w, 


LE few R, (0) d, 


Ret R, étant rationnelles en 4. Comme il n'ya pas de singularités 
essentielles, nous aurons nécessairement 


u= f (0 — Oj) (8 — Ba )es. … (0 — 6 }ea db, 


et nous avons donc à chercher les cas où cette relation donne 
pour Ÿ une fonction uniforme de w, problème traité par Briot et 
Bouquet dans le Mémoire cité plus haut et auquel nous renver- 
rons. On en déduit encore que x et y seront des fonctions dou- 
blement périodiques, des fonctions rationnelles de u ou des 
fonctions rationnelles de eu. 


Des équations différentielles algébriques du premier ordre 
à points critiques fixes. 


17. Considérons une équation différentielle du premier ordre 


(8) f(en &)=0, 


f étant un polynome irréductible en y et _—. les coefficients étant 


La. à 
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des fonctions quelconques de la variable +. Nous savons (Chap. IE, 
Section IV) que les pôles et les points critiques algébriques sont les 
seules singularités mobiles, c’est-à-dire variables d’une intégrale 
à l’autre. Laissons de côté les pôles et proposons-nous l’étude des 
cas où les points critiques alzébriques sont Jixes, c’est-à-dire 
indépendants de la constante d'intégration. 

C'est M. Fuchs (1) qui a le premier appelé l'attention sur les 
équations algébriques du premier ordre à points critiques fixes, 
et 1] a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une 
équation jouisse de cette propriété; il a aussi fait l'étude de deux 
cas particuliers très intéressants. M. Poincaré a repris ensuite la 
question (2), et la conclusion bien inattendue de ses recherches 
est que cette classe d'équations est fort limitée, Je veux dire que 
les équations jouissant de la propriété indiquée se ramènent à des 
équations déjà étudiées ou peuvent être intégrées par des calculs 
purement algébriques. 

Déjà, dans le Tome II de cet Ouvrage (p. 330), nous avons exa- 
miné un cas particulier du problème précédent, celui où l’équa- 


: : s d 
uon (8) est du premier degré en + 


+ Les théorèmes généraux dé- 


montrés sur les courbes algébriques nous permettent maintenant 
d'aborder le cas général. 


18. Considérons un point æ, et un point + distinct des points 
singuliers, qui, par hypothèse, sont fixes: Joignons-les par un arc 
de courbe déterminé ne passant pas par les points critiques. Dé- 
signons par y, et y, les valeurs initiales de yet y” pour x — x, : 
on a, bien entendu, la relation 


J(Bos Vos Y9) = 0. 


Quand la variable suit le chemin tracé de To à æ, l'intégrale se 
trouve déterminée de proche en proche, et, quand on arrive en x, 
on à pour l'intégrale et sa dérivée les valeurs y et y’. On peut 

L] 14 Î L ! L 
donc considérer y et y/ comme des fonctions de Yo et y, etsSi, 


Ne LUE 5, D +. 

(*) Fucus, Ueber Differentialgleichungen deren Integrale feste Verzwei- 

Sungspunkte besitzsen (Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin, juin 1884). 

(?) H: PoINCARÉ, Sur un théorème de M. Fuchs (Acta mathematica, t. VIT). 
P,— III. 6 
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écrivant les deux relations algébriques 


(9) F(Lo; Vos Fo) = 0; 
Go). far, 7)=0, 


nous les considérons comme des relations algébriques, respec- 
tivement entre y, et y, pour la première et entre y et y! pour la 
seconde, nous voyons qu’à un point arbitraire (Yo, Y,) de la 
première courbe ne correspond qu’un point (y, y) de la seconde, 
et inversement, puisqu'on peut faire en sens inverse le raisonne- 
ment précédent. Il y a donc une correspondance biuniforme entre 
les points des courbes (9) et (10). Pour certains couples de valeurs 
(Yo 39), une intégrale de l’équation différentielle peut n'être pas, 
complètement déterminée par les valeurs initiales (76, Y9): mais 
ces couples de valeurs sont nécessairement en nombre limité, 
puisqu'ils correspondent aux valeurs de y, pour lesquelles l’équa- 
tion (9), regardée comme une équation en y,, a des racines mul- 
tiples. Donc, d’après une remarque générale faite précédemment, 
la transformation biuniforme entre les courbes (9) et (10) est 
nécessairement birationnelle. On a ainsi les relations 


| 7 Ta R (Yo; Vos a; To ); 


(11) ) ! L4 
| “Hi = Ri(osthe, Y, To); 


Ret R, étant rationnelles en y, et y, et cette transformation est 
réversible. 


19. Il peut sembler au premier abord que nous ne nous sommes 
pas servi, dans le paragraphe précédent, de l'hypothèse que les 
points criliques sont fixes, et qu’alors les conclusions précédentes 
peuvent s'appliquer à toute équation algébrique du premier ordre. 
Si les points critiques de l’équation étaient mobiles, nous ne 
pourrions pas regarder y et y’ comme fonctions de (Yo, y,); en 
effet, en faisant varier (75, y,), 1l arriverait un moment où les 
points critiques variables avec les valeurs initiales (7, y,) se 
trouveraient sur l’arc tracé au début de x, à x, et, à ce moment 
alors, y et y’ cesseraient d’être des fonctions bien définies de 


GAPNATE 


20. Du théorème démontré au $ 18 se tirent d'importantes 


Lu 
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conséquences. Les courbes (9) et (10) se correspondant point par 
point sont du même genre. Désignons ce genre par p; sa valeur 
Joue un rôle essentiel dans la discussion qui va suivre. 

Soit d’abord P>1. Il ne peut y avoir alors qu’un nombre li- 
mité de transformations birationnelles transformant les deux 
courbes l’une dans l’autre, car, dans le cas contraire, il y aurait 
nécessairement une infinité de transformations birationnelles 
transformant chacune de ces courbes en elle-même, et ceci est 
impossible, puisque le genre est supérieur à l'unité (t. IL, p. 439). 

On pourra, par des calculs purement algébriques, déterminer 
toute transformation birationnelle transformant les courbes (9) et 


(10) l’une dans l’autre. Considérons, en effet, les P'intégrales 
distinctes de première espèce 


fut», ÿ') dy, Prat, J'; J')dy, SION Pre» y’) dy, 


relatives à la courbe (10); x figure comme simple paramètre dans 
les À. On aura | 


M PM) dy — Air, Vo, Ya) dyo +... + À pÀp(Zo, Yo, J'y) dYo, 
À2(æ, J'> re) dy D Bi1(&o, Jos Yo) dyo SAR + BhÀp(To; For Yo) dy, 


les À et les B dépendant seulement du paramètre x. On aura donc, 
en divisant, 


Mg, y; 12) 14 Aili(æo, Vos Po) +... + Aphp(o, Vo: Yo) 
PLU / > ! 
La, 7, J') Bi (To, Vos Po) ++ Bp AE (20 os Vo) 


Telle est la forme nécessaire de la correspondance entre les deux 
points (y,y') et (Yo; 1). On aura à rechercher si l’on peut dé- 
terminer les À et B de manière que cette correspondance soit bi- 
rationnelle; ceci entraînera un certain nombre de relations entre 
les À, les B et x, relations qui, en général, seront trop nom- 
breuses pour être compatibles, mais qui, dans tous les cas, ne 
pourront déterminer qu'un nombre fini de systèmes des A et B en 
fonction de x. | 

En définiuve, les relations (11), quand elles existent, se déter- 
minent par des calculs algébriques (pour p > 1); on aura de plus 
encore à vérifier si y’ est la dérivée de y par rapport à æ. Quand 
toutes ces conditions sont remplies, on a une équation à points 
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critiques fixes dont l'intégrale générale est donnée par la première ” 
des équations (11). On voit que cette intégrale se détermine algé- 
briquement. L’intégrale générale est une fonction algébrique 
des coefficients de y et y! dans l’équation différentielle pro- 
posée. En particulier, si æ entre algébriquement dans f, l’inté- 
grale sera une fonction algébrique de x. 


91. Nous venons d'examiner le cas où p est supérieur à l’umité. 
Soit maintenant p — 0; on peut alors exprimer y et y ratiônnel- 
lement en fonction d’un paramètre 6; on a ainsi 


= R(0, æ), 
y'= Ri(8, x), | 


R et R, étant rationnelles en 0, et inversement 0 est une fonction 
rationnelle de y et y!. La fonction 0 de x dépend d’une constante 
arbitraire connue y, et, comme cette dernière fonction, ses points 
critiques seront fixes. En écrivant que y’ est la dérivée de y, nous 


aurons une équation 
dû 
dx == AU æ), 


f étant rationnelle en 6; nous sommes donc ramené au problème 
proposé, mais dans le cas où la dérivée entre au premier degré. 
IL est inutile de répéter ici ce que nous avons déjà dit (PAL 
p. 330); l'équation précédente a nécessairement la forme 


do : 


P, Q,R ne dépendant que de æ. Nous sommes donc ramené à 


l’équ ation de Riccati. 


29. Le cas où p—1est plus délicat, nous le traiterons de la 


manière suivante. 
La courbe 


(12) f(x, 7,7')=0 

correspond point par point à une certaine courbe normale de 
genre un 

(13) p?= (1—)2)(1— A2), 
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le module Æ étant indépendant de +, puisque la courbe (12) cor- 
respond point par point à la courbe f(æ5, Yo; Y,) mdépendante 
de x. Écrivons la substitution birationnelle, que nous pouvons 
regarder comme connue, entre ces deux courbes : 


DE S(À, L, SEA 


AE J'=Si(, px). 


Nous aurons nécessairement par cette transformation 


(L, M) (Y)w) 
dx ; 
[. Ro il P(æ, y: 7) dy, 
(A, LU) Le A Ye 0) 


(À, u) et (L, M) étant, pour le moment, deux points arbitraires 
de la courbe (13), et (y, y!) et (Y, Y') étant les points cor- 
respondants de (12). L'intégrale qui figure dans le second 
membre est manifestement une intégrale de première espèce re- 
lative à (12); ses deux périodes ne dépendent pas de æ, puisque 
les périodes de l'intégrale du premier membre n’en dépendent 


pas: 


D'autre part, nous avons entre la courbe (12) et la courbe 


(Lo; Yo D = 0 


une certaine correspondance birationnelle inconnue : la cor- 
respondance (ur). Cette correspondance nous donnera 


(Y, Y') CE) 
VE P(æ, y,Y) dy = A P (To, Yo: Yo) dy: 
(7,7) (Yo 75) 


À pourrait, a priori, dépendre de x, mais 1l n’en dépend pas; 
sinon, la période de la première intégrale dépendrait de x, ce qui 
n’a pas lieu, d’après ce que nous avons vu plus haut. On voit 
alors de suite que À — 1 en faisant x = x. 

On conclut de là que, si l'on prend deux intégrales, y et Y, de 
l'équation différentielle, correspondant respectivement aux valeurs 
initiales (yo, 7,)et( Yo, Yi), et qu’on désigne par (À, m)et(L, M) 
les valeurs correspondantes données par la substitution biration- 


nelle (14), on aura 
(L, M) dÀ 


— —= À, 


LA (À, [2] F 
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2 élant une constante indépendante de x. Soit maintenant (4, 6) 
un point arbitraire de la courbe (13) qui va rester fixe, et consi- 
dérons l'intégrale 


(À, 4) correspondant toujours à l'intégrale (y,.y!). Cette inté- 
grale est une fonction de + que nous désignerons par g(x). Po- 
sons donc 


GE A 
(15) f. =et) 


Si, à la place de l'intégrale (y, y'), nous considérons une autré 
intégrale (Y, Y’), nous aurons 


THE dÀ ÿ Gt) 


(x. B) ie 


(L, M) correspondant à (Y, Y’), comme (À, 4) correspond à (y, y). 
La dépendance entre les fonctions G(x) et g(x) est facile à 
trouver; on aura 

G(x)— g(x) =, 


4 étant une constante indépendante de x, d’après ce que nous 
avons dit plus haut. Ainsi la fonction g(x) est déterminée à 
une constante près. On a 


Or À et u sont des fonctions connues de y, y'et x, d’après (14). 
La fonction g(x) étant déterminée à une constante près, 1] fau- 
dra que g'(x) se réduise à une fonction de x en tenant compte 
de f(x, y, y!) = 0. Lorsque cette condition se trouvera réalisée, 
on déterminera g(x) par une quadrature, et l’on aura, d’après la 
relation (15), 

A=sn[g(r) tal, 


sn désignant la fonction elliptique; 11 sera aussi une fonction 
doublement périodique de £g(æ) +4, et l’on a alors la forme de 
l'intégrale qui s’exprime à l’aide de fonctions doublement pério- 
diques. La constante arbitraire est a, et les points critiques de 
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l'intégrale ne peuvent être autres que ceux de la fonction g(x), 
qui, comme nous l'avons dit, s’obtient par une quadrature. 


923. La discussion de la nature des intégrales d’une équation 
différentielle du premier ordre, algébrique en y et y', à points 
critiques fixes, est complète. 

Suivant la nature du genre p de la relation algébrique entre y 
et y", | 

f(æ, 7, y) =0;, 
pour une valeur arbitraire de x, l’intégrale s’obtiendra par des 
calculs algébriques (p > 1), ou elle s’obtiendra par une qua- 
drature (p—=1}), ou enfin on sera ramené à une équation de 
Riccati (p = 0). 
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CHAPITRE V. 


SUR CERTAINES MÉTHODES D'APPROXIMATIONS 
SUCCESSIVES. 


I. — Des approximations successives pour un système 
d'équations différentielles du premier ordre. 


1. Nous avons déjà, au Tome Il (p- 301), indiqué comment on 
pouvait établir l'existence des intégrales d’un système d'équations 


différentielles ordinaires en procédant par approximations. Soit 
considéré le système 


pre = f1 (æ, Pr Vases Mimi 
dY2 | 

(2) mr = 2 (2, Vis Vas ...) Vm); 
OT CRE A UN 7 VATEU. 2 : 
AY mn 


dx = fn, Ji Fa, ts Jim). 


On suppose que les fonctions Jf Soient définies, x restant 
dans l'intervalle (x, — à, x, + a) et y: restant dans l’intervalle 
(vi — 0, y$ + db) pour i— 1, 2, ..., m, et soit M la valeur abso- 
lue maxima des fonctions dans ces intervalles. 


De plus, les fonctions f sont telles que 


LA RE A .. 202) 
Guam) < AY —yil+ BIyo—Jal+.+L|ye y 


À, ..., L étant des constantes positives. 


Dans ces conditions, nous avons vu (loc. cit.) qu’on avait un 


« 


(1) 
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système d’intégrales prenant pour x, les valeurs y?, 75, ..., y” 


et déterminées dans l'intervalle (x, — k, æÿ + h), en désignant 
par 2 la plus petite des trois quantités 


b sh 
M? A D Le 


a, 


2. Nous voulons d’abord compléter ce résultat, en montrant, 
comme l’a indiqué M. Ernst Lindelof (‘), que les approximations 
successives convergent nécessairement, À étant la plus petite des 
deux quantités 


Il suffira, pour démontrer ce point, de modifier légèrement la 
démonstration donnée précédemment (t. Il, p. 302). En gardant 
les mêmes notations, reprenons les équations de la page 303 : 


dU TE 
| Ds =: (7; Uyn—1, *..) m1) — fi (Hs Uyn—9 W m—2) 
MR PE En ele he eee ele ie 2/4". 6 10 15 el 51e 010 + © © à 1e ee « 010 sel els tele, so + °° } (m == 2, 

dW . 

RER = n(æ;, Uyn—1; . W m1) — fat, Uyn- 9, » Wm—2) 
Or on a, tout d’abord, 
[u—u| <MÏr—-2|,...,|wi—w | <M]r— xl, 

comme le montrent les relations 
du; — ü) d(wi — 0) 
SIG PS PRIE SE Us ., wo); …. ar ce nt, Uo,; Po ass Gi )e 


Il en résultera alors, d’après les équations (1) pour m — », 


(TZ — Ta)? 
ES DA EC A 


ÉARtIAUES 2 


ik (&æ—æ0)M{(A+B+...+L)dx | —=M(A+...+L) 


et cette limite convient aussi pour [ps —#,!, ..., | 2 — æ, |. 


(*) E. LiNpeLor (Comptes rendus, 26 février 189). Voir aussi sur ce point un 
Mémoire de M. Bendixon (Académie des Sciences de Stockholm, novembre 1893). 
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Les équations (1) pour m — 3, donnent alors 


[u3— ua] < 


ji M(A+...+Ly Er ge 
be s 


= 3 
= M(A+... + LE Ro), 


En continuant ainsi, on a, d’une manière générale, 


à CC — Lo), 


lUn— uni | < M (AN + Lr- 


Or, la série de terme général 


(A+... Lt ( — æo)r 


SEEN € 


est manifestement convergente. Par suite, la série 
Uo+ (Ui— Uo) +... + (un — Un-1) +... 


sera uniformément convergente dans l'intervalle (Zo—h, xo+h), 
h étant la plus petite des deux quantités (1) 
b 


«a et in 


_— 


(*) Il est clair que la méthode des approximations successives peut être em- 
ployée dans le cas des fonctions analytiques. Soit l’équation 


(E) D =f(mY) 


la fonction f étant, comme au Tome II (p. 305), holomorphe à l’intérieur des 
cercles C et C’ décrits des points æ = 0 EL y —0 comme centres avec les rayons 
a et b, et on la suppose continue sur les circonférences elles-mêmes. Nous dési- 
gnerons par M le module maximum de / dans ce domaine. 

Les approximations successives donnent une série 


(S) Ve (ar si) he RUES NN) EUR 
Le terme général de cette série est une fonction holomorphe dans le cercle de 


. hS. b 6 
rayon en désignant par X la plus petite des deux quantités &a et —, et, en rai- 


M 
Sonnant comme plus haut, on a, à l’intérieur de ce cercle, 
kn (2 H 
D ans 600 | =. oc nt 


Æ étant le nombre défini (t. IL, p. 309). La série (S), dont chaque terme est holo- 
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3. Reprenant le système (2), nous allons considérer une classe 
particulière d'équations. Admettons que les fonctions f soient 
finies et bien déterminées quand x reste dans un certain inter- 
valle I et quand ÿ4, Yo, +, Jm Varient entre — et +. De 
plus, les dérivés partielles du premier ordre 


AL AI 1,2, 000) 


restent, je le suppose, toujours moindres en valeur absolue 
qu'un nombre fixe N, quand x reste dans Let que les y vartent 
entre — © et + ©. 

Dans la détermination du nombre À du paragraphe précédent, 


nous n'avons pas ici à considérer la quantité 7 Elle s’est intro- 
duite seulement dans la méthode des approximations successives 
par la nécessité que les y ne sortent pas du champ dans lequel 
les fonctions f sont définies; or ici ce champ est, par hypothèse, 
ilmité. Par suite, tout système d’intégrales, prenant pour une 
valeur x, de l'intervalle [ des valeurs finies quelconques 
Vi, yo, ..., y: reste certainement fint et bien determiné 
dans tout l’intervalle 1. 

Ce résultat, quoique très simple, présente quelque intérêt, car 
ilest, en général, impossible de savoir ce que deviennent les inté- 
grales en dehors d’un champ très limité. 


morphe et satisfait à l’inégalité précédente, représentera une fonction holomorphe 
dans le cercle de rayon À, comme on le voit immédiatement à l’aide de la for- 
mule fondamentale de Cauchy : 


L'équation (E) admet donc une intégrale s’annulant pour æ — 0 et holomorphe 
dans le cercle dont le rayon est la plus petite des deux quantités 


Ar 
SAARTT 


Nous retrouvons ainsi plus rapidement le résultat que nous avions déjà obtenu 
GALESp 37). 
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4. Pour citer quelques exemples, prenons l’équation 


dy 


dx? 


= P(yTQ(e) + RUE) 


S1 les fonctions P(x), Q (x) et R(zx) sont finies et continues 
dans un intervalle [, on peut affirmer que toutes les intégrales de 
cetle équation seront déterminées et resteront finies dans I. L’équa- 
tion précédente est, en effet, équivalente au système 


LEE ARS JS 
AA UE? de AR (D) ES 


et les dérivés partielles du premier ordre des seconds membres de 
ces équations par rapport à y et à y/ restent moindres qu'un 
nombre fixe. Si P(x) et Q (x) restent finies et continues pour 
toute valeur finie de la variable réelle x, les intégrales de l’équa- 
Uon précédente resteront finies et continues pour toute valeur 
finie de +, et chacune d'elles pourra étre représentée, par un 
développement en série valable pour toute valeur de x. 
Considérons encore une équation linéaire quelconque 


dm y dm—1 à 


dam Vi dxm-i me Dre P 9 nm 


où les P sont des fonctions continues de la variable réelle x. Nous 
sommes dans les conditions d'application du théorème du para- 
graphe précédent, en remplaçant l'équation d'ordre m par un 
système d'équations du premier ordre. Toute intégrale de cette 
équation peut être représentée par un développement en série 
valable pour toute valeur finie de la variable dans le champ 
où les P sont continues. 


D: J’emploierai encore la méthode des approximations succes- 
sives à la démonstration d’un théorème sur les équations linéaires. 
Soit une équation linéaire 


Le 
dm V 
dx 


mnm—1 
DATE M aus à 


True en me Pr, Æ) to 


dont les coefficients dépendent d’un paramètre k el sont des poly- 
nomes en Æ. Les fonctions P sont continues dans un certain inter- 


valle f. 


D. 
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Il est utile de savoir quelle sera la nature d’une intégrale quel- 
conque par rapport à Æ; nous allons voir immédiatement que, 
pour x compris dans l'intervalle [, toute intégrale est une fonction 
entière de k, c’est-à-dire holomorphe dans tout le plan de la va- 
riable £. Si, en effet, on représente, comme nous venons de le 
faire au paragraphe précédent, l’intégrale par une série 


Vo+(Yi—To) +. + Yn— ni) +e.., 


chaque terme de cette série est une fonction entière de k, Restons 
dans le plan de la variable Æ à l’intérieur d’un cercle C d’ailleurs 
arbitraire ; nous savons que, pour æ quelconque dans I et pour # 
quelconque dans ce cercle, on peut trouver un nombre fixe À 
tel que 


2 
LV n—Yn-1 Es TOR 


\ 
2er. Pt 
Nous avons donc, en définitive, une série 
BEN NL mt nn en PE 


dont chaque terme est une fonction holomorphe de Æ dans le 


* cercle C, et où l’on a de plus 


)2 
| Un | EN Eve in 
ERA 42 
Ïl est bien facile de voir que la série des «x sera elle-même une 
fonction holomorphe de Æ dans C. C’est ce que montre la formule 


de Cauchy, 


I SRE Ë 


PHARE z—k 


Uun(Æ) == 
C 


la série de terme général w,(z) étant uniformément convergente 
sur C, on aura FPS 


RER ELA (K)E.. — EE ee PE 
C 


2TL ae 


d’où se déduit de suite que la série des w.est une fonction holo- 
morphe de X dans C, et par suite dans tout le plan. 
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II. — Cas d’un système d'équations différentielles 
du second ordre (1). 


6. Prenons d’abord l’unique équalion 


Le — (a V ge). 


de? ? dx 


Nous voulons trouver l'intégrale de cette équation, qui 
prend pour x = «a la valeur À et pour x = b la valeur B. On 
suppose que la fonction 


J(&, JF) 


est définie et continue quand x varie dans un certain intervalle de 
longueur } comprenant a et b, et que |y | et | y’| varient respecti- 
vement entre — L et + L d’une part, et — L/ et + L' d’autre 
part; nous désignerons par M le module maximum de f dans ces 
conditions. On admet, de plus, que 


LAC: Pa 1) — fe y: 71 <a [ri a Br NE 


4 et $ étant deux constantes positives fixes, les y et y! restant 


entre les limites indiquées. 
On part d’une fonction quelconque y, satisfaisant aux condi- 
tions précédentes, et l’on forme les équations successives 


dy dyo\ 
| : 1e Vo: nn 


dx? dx 
dy» À dy 

(2) { dx? = fs. A1 2) 
NS D Pet PCM APE SET Pur à 
LV n Le dy n 1 
(even 


On intègre chaque fois par la condition que y4, y2, ..., y 
prennent les valeurs initiale et finale données. 


(*) Pour ce qui concerne les approximations successives, on pourra consulter, 
dans le Journal de Mathématiques, mes Mémoires de 1890 (Chap. V) et de 
1893. 


n 
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Pour simplifier l’écriture, nous supposerons, comme il est évi- 
demment permis, que 


a—=A—=—o et bo 


Il s’agit d’abord de savoir si les y successifs restent, ainsi que 
leurs dérivées premières, entre les limites indiquées. 


7. Arrêtons-nous un moment sur l'équation 


(3) PT = g(œ), 


on aura l'intégrale s’annulant pour æ — 0, 


jh o(3z)(r—z)dz+Px. 
+/0 


Choisissons la constante P de telle sorte que cette expression 
prenne la valeur B pour x — b; on a ainsi 


0 


“ RASE 
et o(3)(x — 2) dz + “SANS Î e(a)(6— 3) de, 
e/0 


qui représente l’intégrale de (3) s’annulant pour + — o et prenant 
la valeur B pour 2710: On peut trouver une limite supérieure de 


|y|et 


dy | . Aa 
Se quand x varie entre o et D. Ecrivons y sous la forme 


x b 
2 æ Br 
[ sea) (7 —1) ds ul RENE imereeh 


0 


La valeur absolue de la première intégrale, en désignant par M 
la valeur absolue maxima de w(x), est moindre que 


æ\ Mr? 
MP de a 


La valeur absolue de la seconde est moindre que 


æ M(b— x} 
ROUES PRETS 


On a donc, par conséquent, 


2 M(b— x} 
Lie (ir) + 4181 


Mzæ(b—zx 
2 b 2 


) +18, 
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d’où, enfin, 


M b? 
y RES). 


o \ d 
Passons maintenant à LL; on a 


dy 


He B 1 è 
En al pod+ ss o(z)(b — z) dz, 


égalité qu’on peut écrire sous la forme 


GYies à b — z V I 4 N B. 
BJ - TE); [HG d+ 7 


\ 
on aura, par suite, 


ay 
dx 


2 0 b 


Mr? M(b— x} | B | 


el, par suite, 


dy | Me E 
| 


re ln 
dE 2 


8. Revenons maintenant au système (2): Nous devons évidem- 


ment supposer 
]B LES 


Nous admettrons, de plus, que 


M 6? 
(4) a BIT 
LE nn : avr . 
ce qui a lieu si D est assez petit. De plus, pour que x SOit certal- 


nement compris entre — L' et + L/, nous faisons l'hypothèse que 


B 


b 


Mb 
2 


(5) Re 


Moyennant les inégalités et (5), nous sommes assuré que 

+ 5 Ù q 
les fonctions y, V2, ..., VA sont toutes comprises entre — L et 
+ L. On doit remarquer que ces inégalités seront certainement 


Ed ’ L B . 
vérifiées si b, Bet 7 sont suffisamment petits. 


Ïl nous faut maintenant montrer que y, tend vers une limite 
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quand 7 augmente indéfiniment. On a 


d CAGE dy) dyo 
es 2 =J (a ne) fe 7e 2). 
Or, soit M le maximum de 


__ do 
dx 


? 


%, 
aln—rl+ 8) 8: 


nous aurons, d’après le numéro précédent, puisque y; — y, s’an- 
nule pour x — b, 


M en 

Ne 71 GES 
dy2 EX dy M D 
dx dx ft 


La relation 


P(Y3— Ye) dy se 
pere =f(e, PV?) =) —f (2, J'1; a) 


nous montre que 


b? b 
fa — Vo QE cs 7 
| V3 nI<M(aT +82) 


b? b\b 
(2 CA 


et, de proche en proche, on arrive aux inégalités 


dyz dy: ie 
dx 


? 


b2 b2\n-2 p2 
[Vn — are vral<M (ar +8) = 


dy n dYn-1 b n=2 {) 
dr ‘dx I<M(aT +85 ) > 


Si donc on a 
£ 

(6) FE p” pes 
la série 

Vi (Y2— 1) 2 ACC D au es (Yn—Yn-1) mA 
sera manifestement convergente, et, par suile, y, aura une limite 
ÿ pour 2 = «. Cette fonction y de x aura certainement une déri- 
vée première représentée par la série 


dy: dy2 dy: (EM ON 3 LES 
+ (En 2) +. ue ge )+ 


P.— IIf. 7 
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Il est aisé de vérifier que y satisfait à l'équation (1); on a, en 


effet, 
k tre à 
ŸVn — 1 16 Vn—1: _ t)(e— +) ds 


0 
b 

œ ; ce 1 3 

7 [ fer DE) 6-04 


/ 


en remplaçant, sous les signes d'intégration, dans y,_,, la lettre x 


d 
par la lettre 3. Puisque y, et _ convergent uniformément vers 


5 
leurs limites respectives y et dr, on aura 


= [rer eo der 8 Y; Le 7 )o—: z) ds 


et, par suite, en différentiant deux fois, 


dy 
=f(z, A we). 


ILest évident, d’ailleurs, que y = 0 pour x —o, et y = B pour 
La recherche de l'intégrale est donc complètement effec- 
tuée; on ne doit pas oublier que les inégalités (4), (5) et (6) sont 


supposées vérifiées. 


d 
dx 


fes 


1S 


9. L'analyse précédente peut s'étendre à un nombre quel- 


conque d'équations de la forme 


d? d ï 
PT dy d 
_— 0 (ere sym 2 à qn), 


&Yy» l TV 
D = fn (, Ji Faces Jo +, ÿm): 


Notre méthode d’approximations successives permettra de déter- 
miner les intégrales y1, V2, . .., yn de ce système, telles qu’on ait 


V1—=F2—...—=Ym—=O (pour Fa 
vi= Bi, Ja= Bo», ra Vm = By (pour een 
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Certaines inégalités analogues aux Inégalités (4), (5) et (6) de- 
vront être vérifiées. On suppose, d’ailleurs, que 


RACARLT a Vt; ….)Vm) — fix, Æ1) 1 ms 80: es Sn) | 
<a ++ am | Vm—2m| + B1lyi— 24 +. + Ben | Vn— 3in |. 


En gardant pour le reste les mêmes notations que plus haut, on 
devra avoir 
M b? 
ô 


+ | B;| <L, 


M0 


> 


4 


B; ; 
et enfin 


b2 b 
Gi: am) + (Pr Pate. fm) <1. 


10. Je dis maintenant que l’intégrale déterminée par la mé- 
thode précédente est unique, c’est-à-dire qu'il n'existe qu’un 
seul système d’intégrales y,, y2, ..., Ym prenant les valeurs don- 
nées au commencement et à la fin de l'intervalle (o, b). Bien en- 
tendu, nous ne pouvons considérer que des systèmes d’inté- 
grales telles que 


LS frl<L, 


puisque c’est seulement dans un tel intervalle que nous suppo- 
sons les f définies. 

D'ailleurs, pour abréger, je supposerai que les fonctions j ont 
des dérivées partielles du même ordre par rapport aux y, de telle 
sorte que 44 sera le maximum de 


Fe 


Vies il, 2: TI) : 


pareillement $; sera le maximum de 


CRT SET): 


il 


quand x varie entre o et b, les y entre — Let + L, et les y’ entre 
—Let +[L/. 
Supposons maintenant que nous ayons deux systèmes d’inté- 


(I 


) 
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grales satisfaisant aux mêmes conditions aux limites 
Vas Va VC 1e Us, SCORE 
On aura, en retranchant les équations différentielles, puis posant 
Vi Yi= us, 


et appliquant le théorème des accroissements finis 


du; du: du y» 
jp à = du + dole +... + Ai ,m Un + Du Ta EN EU Oi,m TER 
d? Un du; : TEE 
dr? = Ami + Ame Ua +... + Am,mUm + Om1 “dr re Üm,m ne 


Nous pouvons considérer les & et b comme des fonctions de x, et 
nous avons alors un système d’équations linéaires et homogènes, 
pour lesquelles un système d’intégrales 


Ui, Ua. aValeis Uyn 
s’annulent pour T0 HpOoUurRrE D 


Nous allons voir que les w doivent être identiquement nulles. 
De ce que 


[ak <oax et [br] <$x (EIRE TEE 


on conclut que, pour le système (E) d'équations linéaires, la mé- 
thode des approximations successives est applicable. Il en résulte 
que l’on peut trouver 27m systèmes d’intégrales prenant pour 
æ —0 et x — b des valeurs arbitrairement données. Avec ces 
2m systèmes d’intégrales, nous pouvons former l’intégrale géné- 
rale de (E) et déterminer les constantes de facon à avoir les inté- 
grales s’annulant toutes pour + — o et pour æ = b. Or ces con- 
stantes seront toutes nulles, puisqu'elles sont données par des 
équations homogènes du premier degré, dont le déterminant n’est 


pas nul, toutes les lettres qui forment le déterminant ayant des 


valeurs arbitraires. Les u sont donc identiquement nulles, et 


l’on a bien 
Mireiys, ….) Yn=Yms 


comme nous voulions l’établir. 


UNS PR 
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III. — Quelques cas particuliers. 


IT. Nous avons vu que l'intégrale déterminée par la méthode 
des approximations successives, quand les conditions nécessaires 
pour l'application de la HE hode sont vérifiées, est unique. 

Étudions en elle- -même, autant qu’il est CRUE) celte question 
de la détermination unique d’une intégrale d’une équation du 
second ordre par des valeurs initiale et finale. 

Prenons d’abord l’équation linéaire 


AetB ne dépendant que de x. Supposons qu'il y ait une inté- 
grale y, s’annulant pour æ = «& et pour x — b, et continue de à 
à b. On a évidemment la relation 


dy \ | 
[> (SZ —2 Le + By) (ne 
qui se transforme de suite, en intégrant par partie, et devient 
b 
dy \? LH Re . 
(x) he (2) H2Ay ST By? | dr = 0. 


S1 donc on a, pour toute valeur de + comprise entre a et b, 
DTA 2; 


on est assuré que l'intégrale considérée y ne peut qu'être identi- 
quement nulle. 

On peut aller plus loin en employant un artifice dont je me 
suis servi déjà antérieurement pour certaines équations aux déri- 
vées partielles (t. IT, p. 23). Si À désigne une fonction continue 
quelconque de x entre a et b, on aura 


MAC ES 
1 dx cn 
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En additionnant (4) et (8), il vient 
b 


dy \? dy dÀ A 
Jk (2) +20 +A)y + (8+ Lyar=o. 


S1 donc À est tel que 


dÀ 
To CNAB T6, 
J devra être identiquement nul. Nous verrons dans un instant 


une application de cette transformation du problème. 


19. Si nous reprenons maintenant l'équation non linéaire 


d? VER dy 
= (er de) 


il est facile de signaler un cas où cette équation ne pourra avoir 
deux intégrales prenant les mêmes valeurs pour L' = Gen 
et continues de a à b. Soient, en effet, y, et y» deux telles inté- 
grales; on a 


(Ve — Yi) dy2 dy 
2 ou (ds 


Si nous supposons maintenant que fait des dérivées partielles 
du premier ordre elles-mêmes continues, nous pourrons écrire, 
en posant 

J2—ÿi=u, 


la relation précédente sous la forme 


du du 
dei ne 
où l’on a 
! d , du 
ae (a r1+ 00, rad a) 


/ dy , du 
BE CPE PE + 0 Re) 
Je désigne, pour marquer les dérivations, la fonction f par 
J(æ, 7,3). À et B peuvent être regardées comme des fonctions 
de æ. Or si l’on a, quels que soient y el z, pour x compris entre @ 
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et b, 
af, (æ, 7,2) > [J:(x, y, 3), 


il est manifeste que l'équation 


LS dy 
dx? =f(s. J'; a) 


n'aura qu'une seule intégrale prenant des valeurs données 
pour x = a et x = b, et continue dans cet intervalle. En parti- 


culier, l’équation 
dy 
5 =J(4, y); 


a? 


à 


où f croît en même temps que y, rentre dans la catégorie précé- 
dente. 


13. L'équation linéaire 
ELA By 


mérite une étude spéciale. D’après ce que nous venons de voir 
(S 12), si B est positif de a à b, il existera une seule intégrale 
continue de & à b et prenant pour ces valeurs de x des valeurs 
données. 

Le cas où B est négatif de a à best beaucoup plus difficile à 
étudier; nous l’approfondirons dans le Chapitre suivant. L’ana- 
lyse du $ 11 va nous conduire à un premier résultat. Soit 


Den (æ variant de a à D), 


h étant une constante positive. Nous serons assuré de l’existence 
unique d'une intégrale par ses valeurs pour + — «& et pour x = b, 
si l’on peut déterminer à, fonction continue de x dans cet Imter- 
valle, et telle que 


d} 
7e PE 


Or, si l’on peut déterminer À de telle sorte que 


2e 
RU 


cette dernière inégalité entraînera la première. Soit L, > h, l’é- 
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quation 

dÀ 

NE À? pe h; 

dx 
donne 


À = ÿh; tang(x Vi + C), 


C étant une constante. Si l'intervalle (ab) est inférieur à Pr 
dj 

on pourra choisir évidemment la constante C de manière que \ 

soit continue dans l'intervalle. Comme, d’autre part, A, est aussi 


rapproché que l’on veut de 2, on peut dire que, si l’intervalle 
. r . x T . . 
(a, b) a une longueur inférieure à VA l'existera une seule 


intégrale de l'équation 
d 


ee 


; = By, 


È 


prenant pour a et b des valeurs données. 
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CHAPITRE VE. 


SUR CERTAINES ÉQUATIONS LINÉAIRES 
DU SECOND ORDRE. 


I. — Définition d’une constante fondamentale. 
Etude progressive de l’intégrale. 


1. Nous ferons, dans ce Chapitre, une étude approfondie de 
lPéquation 
dy 


FRE + A(x)y = 0, 


la fonction A(x) étant positive de a à b. Quoique cette équation 
soit de forme bien particulière, nous allons trouver dans son 
étude un type de problèmes, qui se poseront d’une manière ana- 
logue dans des équations plus générales, et que nous pourrons ici 
approfondir complètement. 

Nous démontrerons d’abord le théorème suivant : 


S'il existe une intégrale y de l’équation précédente, tou- 
Jours positive et différente de zéro de a à b, et continue ainsi 
que sa dérivée première, cette intégrale pourra être obtenue 
par la méthode des approximations successives. 


Faisons d’abord une remarque préliminaire. 
L'intégrale de l’équation 


dy 


2 


— +o(T) —=0c 
dx? REA) 


s’annulant pour x = « et x — b, est donnée par la formule 


(b—æx)\(z3—-a) , æx—a ARTS Er 
Fe 93) TE Pre 9(2)(b — 3) da. 


4 
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On voit que, si o(x) est positif de a à b, la fonction y sera posi- 
tive, et croîtra, si l’on remplace o6(x) par une fonction plus 
grande. 

Ceci posé, nous partirons, pour les approximations successives, 
de la fonction y, vérifiant l’équation 


dy vr 


ARTE 


el prenant les mêmes valeurs que y aux deux extrémités de l’in- 
tervalle (a, b). On aura ensuite la succession des équations 


d2 V1 

mr + A(æ)ys —=o, 
d? 

Les +A(Z)Yn1=0, 


V3 V2 +++, Vn prenant les mêmes valeurs initiale et finale que y, 
et étant positives, comme y, dans l'intervalle (a, b). De l’équa- 
tion 
PT + A(æ)y = 0, 
on conclut que 
&(Y — vo) 


Or — Jo a des valeurs initiale et finale nulles, par suite, y — y, 
est positif, d’après la remarque faite plus haut. Écrivons donc 


VI V0. 
Il résulte aussi de la même remarque que 
Voie .. LV n ‘ EU n 


Nous voulons établir que ya a y pour limite. A cet effet, consi- 
dérons le quotient 
0e, 
PA 


il restera moindre, dans l'intervalle (a, b), qu’un nombre fixe g 
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inférieur à l’unité. Les deux équations 


LA et M D) : SX. 
EE EE + A(x)) 0 
dy — y1) 


dx? + A(x)(y —Y5) = 0 


montrent de suite que 


a 
5 4 


V1 


Jo Fa 


En continuant ainsi, on a, d’une manière générale, 


V 


Vn 


HV r—1 LE 


et, par conséquent, en multipliant toutes ces inégalités membre à 


membre, 
V — Ÿ n EC AT g HE 


Il est donc établi que y, converge uniformément vers y. On 
voit, de plus, qu'il ne peut y avoir deux intégrales positives pre- 
nant les mêmes valeurs en « et b. 


2. En supposant, comme au paragraphe précédent, qu’il existe 
une intégrale y de l'équation, toujours positive et différente de 
zéro dans l’intervalle (a, b), on peut montrer qu’il n'existe pas 
d’autre intégrale, s’annulant en a et b, que y = 0. Supposons, en 
effet, qu’il existe une telle intégrale; nous pouvons supposer 
qu'elle garde un signe invariable dans l’intervalle, sinon elle s’an- 
nulerait au moins une fois entre & et b, et l’on raisonnerait sur 
un intervalle compris dans (a, b). Soit donc une intégrale Y s’an- 
nulant en a et b et positive toujours dans l'intervalle. On peut 
choisir la constante Æ de manière que les deux intégrales 

ROM ELNEX 


soient égales en un point choisi arbitrairement entre «a et b. 
Puisque Y s’annule en @& et b, il faudra qu’il y ait une seconde va- 
leur de + pour laquelle on ait encore 

ky = à ÿ 
et nous aurions un intervalle moindre que (a, b) pour lequel il 
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existerait deux intégrales positives et répondant aux mêmes va- 
leurs initiale et finale, ce qui est impossible. Il faut donc que Ÿ 
soit identiquement nul. 

On conclut de là qu’une intégrale est nécessairement déter- 
minée d’une manière unique par ses valeurs initiale et finale 


dans l'intervalle (a, b) ou dans tout intervalle compris dans 
celui-cé. 


3. Introduisons maintenant une succession de constantes qui 
vont Jouer dans la suite un rôle très important. Nous reprenons 
les approximalions successives en faisant 


PVo—=tï. 
On aura une suite de fonctions 
V1, V2» CNEUCE V'n) CHOC 


Jrenant pour T = «a et x — b la valeur un. Posons 
P 
Jo—= Uo—=1I, Yi —ŸVo= Ur, .) Jn—ŸYn-1= Un, 


les , sauf w,, s'annulent aux deux extrémités de (a, b). J'envi- 
sage les deux séries de constantes (5) 


b 
dun dus Fr 


b 
Wyn,n = f Az) Un Un dx, V nn — SAT Th 


a 


Ces deux expressions ne changent pas si l’on remplace w,, et u, 
par d’autres lettres u, la somme m + n restant constante. 
On a, en effet, 


dx? dx 


b ; b 
d? U nm A . . 
= — Uyn+1 dr? dre re (x) Uyn+1 Un—1 dx : 
« «El 


# 


b : b 
. du; dima due 
Me RE — Un Àr = CASE eur mu) ar pan 0/7 
; dx 
«a « 


par conséquent, W,, , ne dépend que de m+ n. 


(*) Ces deux séries de constantes ont été considérées par M. Schwarz dans une 
question analogue relative à certaines équations aux dérivées partielles (Mathe- 
matische Abhandlungen, 1. LE, p. 141). 


4 LL) 
LW\ 
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Si nous posons 


b 
Win f AT) Uyn+n dx, 


nous aurons 
b b 


du, s | 
Van ne = f Un Ta AS = f A(T)UmUn-1 da, 
«d e 


«a 


et, par suite, 
Vin = Wire 


4. Partons de l'inégalité 


b 
Î A(æ)[aus+ Burns]? dr > 0, 
Le 1 


4 et $ désignant deux constantes arbitraires. Cette inégalité peut 
s’écrire | 
Won + 228 Won+1 + B2 Wonto > 0. 


On aura, par suite, 


(Won 2 PE Wan Wine >, 0 
ou | 
Won+1 2 W: n+-2 


Win > Wonri 


On a, de la même manière, 


b ÿ ar D 
J | d(au» : D l'ar > 0 
a A ax 


4 


ou 
a? Won-1 ne 248 Won + 82 Won+i 0) 


d’où l’on conclut 
Won _ Won-1 à 
Wan: fc Won 


Les inégalités précédentes montrent que l’on a 


Wi _ Wi Wa 


Wo W: ire W 1 


Je dis que le quotient » Croissant avec », tend vers une 


W 
Wa: 
limite pour ñn —. Soit, en effet, g la plus grande valeur que 
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prend la fonction w, dans l'intervalle (a, b). Les différences 
Ur SU, Ur SU EE EU -— E Unes, 


seront toutes négatives dans l'intervalle (&, b). Or on a 


b 
Won — E& Won-1 = f Aæ)ur(un— £&Un—1) dx; 
a 
donc 
Won — L'Won-1 HO; 
nan SE Won d 4 7 Ai . E 
par suile, VAE, ne epasse pas S'° Insl, en posan 


VS 
Wen? 


Cr — 


nous sommes assuré que les quantités croissantes 


C1» C9 et) Cn 


tendent vers une limite quand n augmente indéfiniment. Nous 
désignerons cette limite par c. 


D'après un théorème élémentaire sur les suiles, on peut encore 
définir c comme la limite de 


VW, 


el nous pouvons de suite faire la remarque, qui nous sera plus 
tard uüle, que, pour une équation correspondant à une fonction 


A'(x) plus grande que A(x), on aura une limite c’ qui sera plus 
grande que c. 


9. Cherchons à comparer un(x) à VW: On a 


du, 


frE +A(z)di 1=0 


el, par suite, 


TN — [AG (se 3)ds 


b 
TXT — 4 4 
er dl A(s)un-1(3)(d — 3) dz. 
On en conclut 


b 
lun (æ)| < f A(z)un-1(3)(b — 3) ds. 


nn. dt dE 
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Or de l’inégalité 


Li a A(z)un-1(3) 2 
a — + $(b —3)| zx 0, 
J | V Wan ] 


2 et $ étant deux constantes quelconques, on déduit 


Dr Dion0s)(o 2) … |” A2(z)u3_,(z)dz 
Hi VAE a: | se RU ef de 


« 


et, par suite, 


Un(æ) ne Won=s H, 
VWon W 2n 


Wan-s 


PE. I . . 
H étant un nombre fixe. Or a — pour limite (pour nr = +). 
VE GE 


On peut donc écrire 


K étant un nombre fixe. 


6. Nous allons, des résultats précédents, déduire des consé- 
quences extrêmement impor tantes. D'après l’inégalité du para- 
graphe précédent, la série 


U+Ui+.. + Un—+... 


convergera uniformément dans l'intervalle (a, b), si la série de 
terme général 
V Wan 


est convergente. Or, dans cette série, le rapport d’un terme au 
précédent a pour limite c; par conséquent, si c 1, Les approxt- 
mations successives convergeront, et il y aura dans l'intervalle 
(&, b) des intégrales de l’équation restant toujours positives. 

Si c est supérieur à l’unité, la série 


Up + HIER + Unrsre . 


ne peut converger uniformément dans l'intervalle (a, b). Car au- 
trement, puisque 


b 
Wa= f A(æ)uh(x) dr, 
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la série 
Wi+...+W, +... 


: . . W 

ser: r ? = ne CUT 
sérail convergente, ce qui nest pas, puisque Je rapport W, a C 
pour limite. 


7. Chacun des quotients 


Cr 
C 


étant plus petit que un, le produit 


s C1 Co Chr 
n ZE — = ._.. 
CC. 


décroit avec n, et tend, par suite, vers une limite pour 7 — «. 
Cette limite sera différente de zéro; on a, en effet, 


b 
Was f Afr)u2(z) A2, 


ce que l’on peut écrire 


b 
f Nr Lola ne A 
GE VWan VWan 


el comme 


be et CS DS Sn à 


À 
= 


on conclut 


ce qui n’est autre chose que l'inégalité 


AE NE 


= = ou Re Toi 
VWan K Won K? 


RÉ ot DS hd à Sn Se om mad 


Or W, —— Ci Co *.… Cn W, ; donc 


W?2 , . 14 L 1 
= décroît avec »; il a done, puis- 
21 


par conséquent, le quotient 


Le Las? A I ® Ê Q 4 a 
qu'il est supérieur à Kg’ une limite différente de zéro. U en ré- 
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sulte encore que le produit 


C1 Co Cr 

(a) ja — 0e —— 

2 C4 Can 

LU L 0] LA e C 
a une limite différente de zéro, puisque - 7 Li. Orona 
2n—1 

1. C1: Co Cr 
AMEN LC: Ce 


C3 CICR 


CRE 
© 

x 

se: 

S 


et, par suite, le produit 


a pour limite la limite de l’expression (x), c’est-à-dire une expres- 
sion différente de zéro. Il en sera alors évidemment de même de 


el, par suite, de À,, comme nous voulions l’établir. 


8. Nous allons montrer que 


Un 
Fe 


ment. 
Soit 


a une limite différente de zéro, quand n augmente indéfini- 


et posons 


b | 
wW= f A(x)u!, dx, 
«a 


on aura évidemment 


P. — III. 
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Par suite, d’après le paragraphe précédent, on est assuré que 
W, a une limite pour n =. | 


On a 


b 
\ ! T LA 
1 A (æ )( Ur Tr Un+k )? dx.= W an — 2 W, n+k + Wontsk : 


« 


Puisque W}, tend vers une limite, il est certain que le second 
membre est inférieur à toute quantité donnée à l'avance, si n est 
suffisamment grand. Or on a 


b 


b 
f A(x)(us— uns)? dx < M [ A(x)(un— Unix)? dx, 
n4 pe 


M désignant le maximum de A(x); par suite, l'intégrale du pre- 
mier membre est aussi très petite, pour z suffisamment grand. 
Enfin, de l'inégalité analogue à celle que nous avons déjà consi- 
dérée 


Je) x) + BC —æ)p de > 0 


on conclut 


b 3 
[AG un) (6 — dr) 


‘D b 
ee Î A(x)(u,— u,,x) dx ul (b— x} dx. 


Or le premier membre de cette inégalité est supérieur ($ 5) à la 
valeur absolue de 


I 
>: Lun (T) — Un+k+1 (æ)] 


pour toute valeur de + comprise entre «& et b. Par suite, on peut 
trouver une valeur de n telle qu’à partir de cette valeur, on ait 


[unta(T)— une (æ)| <e, 


e étant une quantité donnée à l’avance aussi petite que l’on vou- 
dra. L'existence de la limite de u,,(x) est ainsi établie. 

La fonction u,(x) converge, d’après ce qui précède, uniformé- 
ment vers sa limite w’. Il est essentiel de remarquer que w/(x) 
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n'est pas identiquement nulle. On a, en effet, 
b 
ANGES f A(t)u, dr. 
a 


Or nous avons vu que la limite de la constante W, était différente 
de zéro; donc la limite de u,, ne peut étre nulle. La limite w(æ) 
satisfait à l'équation différentielle 


du 


1 


1 
Li A(TIu = 
dx? 7 ) 


et elle s’annule aux deux extrémités de (a. b\. 
2 


9. Une SEE importante est à faire sur la quantité C; qui a 
joué un rôle si important dans ce qui précède. Considérons les 
expressions 

b 


b 2 
J(u)= f A(x)u?dx, HG= f (ge) HT, 
du 


où w désigne une fonction quelconque continue, ainsi que 
(#4 


dans l'intervalle (a, b), et s’annulant aux deux extrémités de 
l'intervalle. Soit, d’autre part, la série 


Uo+ Mk + u2k+...+u,kn+ 


: 1 i D..: u 
ordonnée suivant les puissances de la constante k. Puisque à 
C 


une limite déterminée différente de zéro, le rapport d’un terme au 


précédent a pour limite 
ck, 


et la série précédente sera convergente tant que 
JT 
k< =: 
C 


Désignons par UÜ la limite de cette série; c’est une fonction 
de æ prenant pour x — a et pour x — b les valeurs wn, et qui sa- 
usfait à l’équation 


d?U : 
Sep + ÆA(æ)U F0 
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Or, partant de l’identité 


du u dU\? d /u? dU 
(Z Ü —) dx \ U dx 
u? | ŒU du \? 
=. ess ‘t 4 — ——— —— ü 2 
EE + FA(GHU | =(à) k A(x)u?, 


on aura de suite 


b b 
du \2? à K! du u dU\?2 
il | (2) —kA(œ)u | de = f (F5 il de 


et, par conséquent, 
J, — AS O. 


u) 
nu u) 


faisant aux conditions indiquées, supérieure à toute quantité k 


Le quotient © est donc, quelle que soit la fonction w satis- 


L2 2 . « I L 
inférieure à er Ce quotient ne peut donc prendre une valeur 


plus petite que = Cherchons la valeur de 


Ji(u') 
Cu 
u" étant la fonction du $ 8, qui s’annule pour a et b et satisfait à 
l'équation 
du ra æ)u'= 
pr Con en ë ( UI= NO; 
L'identité 
LANTA (TES CMEL , du’ Nr) dæ? du 


donne immédiatement 
PAS = Jo(u!) = 0; 


L2 . I LA 
le minimum : du quotient 


J,(u) 
Jo(u) 


est donc atteint pour u = u’. 


10. On pourrait se poser, au point de vue du calcul des varia- 
uons, le problème de rechercher la fonction uw s’annulant en a 
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et b et rendant minima le quotient 


Quand on applique la méthode des-variations, on suppose tou- 
jours que le minimum est atteint, les questions d’existence de 
fonctions réalisant effectivement le minimum étant Loujours lais- 
sées de côté. Soit donc une fonction w, s’annulant en a et b et 
rendant minimum le quotient précédent. Soit m ce minimum. 

Nous avons à écrire que la variation du quotient est nulle, ce 
qui nous donne 


Jo(u)0Ji(u)—Ji(u)0J{(u) =0o 
ou 


Or 
b 
0Jo(u) — » f A(æ)udu dx, 


b 
sut) = [à (Re) dr —0 0) dx 


l | De. 

? du dôu y du, d 
= 2 dr =—9 ou dx. 

dx dx dx? 


Lt r ) a 


ORNE AAR ES DE = 0 
J =& 


d’où il résulte que la fonction w, satisfaisant aux conditions indi- 


0Ji(u)— mÔJQ(u) = 0. 


On a donc 


quées, vérifie l'équation 


du 

a MAT) L—= 0: 

dx? 2) 

Ce résultat est bien d'accord avec ce que nous avons obtenu plus 
haut. 


11. Nous avons, dans ce qui précède, considéré un intervalle 
fixe (a, b). Supposons maintenant que, a restant fixe, on fasse 
varier b(b> a). La fonction A(x) restera, bien entendu, posi- 
tive pour toute valeur de x à partir de a, pour laquelle nous au- 
rons à la considérer. 

Un premier point à peu près évident est que la limite c croît 
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avec l'intervalle (a, b). On peut, en effet, définir c comme la 


limite de 
VW 


d’après un théorème élémentaire sur les suites. Or 


b 
W= f MEL dx. 
Soil 0, > b; on aura 


bi 
MW A(r)ul dr. 


a 


Or, de «a à b, on a nécessairement 
Un > Un) 


comme on le voit de proche en proche à partir de w! = u,— 1. La 
limite c,, correspondant à l’intervalle (a, b,), est donc supérieure 
à la limite c, correspondant à l'intervalle (a, b). 

Or pour b, très voisin de a, on a évidemment c très voisin de 
zéro. Quand b s'éloigne de a, la limite c grandit. Tant que 


Ed 


les approximations successives convergent (S 6), et une intégrale 
s’annulant pour a et b est identiquement nulle. 
Quand, b continuant à s'éloigner de &, on a 


TEE PA 


nous arrivons au cas limite extrêmement intéressant. Nous avons 
alors une fonction u!, non tdentiquement nulle, s'annulant 
aux deux extrémités de l'intervalle (a, b) et satisfaisant à 
l'équation différentielle proposée 


du 


oi AE) == 0! 


Quand, à continuant à croître, c devient plus grand que un, 
nous sommes assuré que les approximalions successives ne con- 
vergent plus, et qu’il n’y a plus d’intégrales restant toujours 
positives dans (a, b). 

Dans le cas particulier très simple où A(æ) se réduit à une con- 
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stante À, on trouve immédiatement la longueur de l’intervalle mi- 
nimum correspondant à une intégrale s’annulant aux deux extré- 
mités. Soit l'équation 


dry 


dx? 


+ Ay=o CALE ON 


l'intégrale générale étant 
l'intervalle cherché sera 


et nous avons. par exemple, l'intégrale sin(x A), restant posi- 
s | 2 le) 1 


. « T 3 
üive de o à ——; et s’annulant pour ces deux valeurs. 
A 


12. Considérons une intégrale s’annulant pour x = à, et cher- 
chons à la suivre quand x grandit à partir de «a. Elle s’annulera la 
première fois pour la valeur x — b dont nous venons de parler 
(pour laquelle c —1). Arrivé à x — b, nous nous trouvons dans 
les mêmes conditions qu’au point de départ. L'origine des inter- 
valles étant maintenant b, à ce point b correspondra un inter- 
valle bb!, pour lequel la limite c' sera égale à l'unité (il pourra, 
d’ailleurs, arriver que b' n'existe pas, la limite c' étant toujours 
inférieure à un, si grand qu’on prenne l'intervalle à parur ae D) 
Notre intégrale aura donc la nouvelle racine à x — ”, et l’on con- 
tinuera ainsi indéfiniment, si la fonction A(x) est définie pour 
toute valeur de x. On voit donc comment on pourra, de proche 
en proche, faire l’étude de l'intégrale. 


II. — Introduction d’une constante arbitraire 
dans l’équation différentielle (1). 


13. Nous allons considérer maintenant une équation différen- 
tielle linéaire du second ordre dépendant d’un paramètre arbi- 


 ——"—— ————"—"—"———— 


(:) J'ai résumé ce Chapitre dans une Note des Comptes rendus : Sur les 
équations différentielles du second ordre renfermant un paramètre arbi- 
traire (19 février 1894). 
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traire, et, pour nous rapprocher du cas étudié dans la Section pré- 
cédente, prenons l'équation 


(1) dy 


dx? 


AA GIP = 0; 


où A (x) est une fonction positive dans l'intervalle (a, b) et k une 

constante. Nous pouvons former une intégrale de cette équation, 
ET 2 LUE Le LT 

prenant pour x — à, ainsi que sa dérivée 1 des valeurs numéri- 


ques arbitrairement données. Soit 
Ji (æ, k) 


cette solution, qui dépend manifestement aussi de k, et qui, 

d’après un théorème général précédemment établi (Chap. V,S5), 

est une fonction de Æ holomorphe pour toute valeur de k. 
Envisageons de même une seconde solution 


Jar, k), 


qui correspond à un second système de valeurs numériques initiales 


dy 
dx 
mériques ne soient pas, dans les deux cas, proportionnels, de 


+ On suppose seulement que les systèmes de valeurs nu- 


de yet 


manière que les deux solutions soient distinctes. 
Une solution quelconque sera de la forme 


ay1(r, À) +8 ya(x, k), 


a et $ étant des constantes arbitraires. Nous pouvons choisir « 
et $ de manière que cette solution prenne, pour r = 4er, 
des valeurs déterminées d’ailleurs arbitraires. Il n'y aura d’excep- 
üon que si le déterminant des deux équations du premier degré 
est nul, c’est-à-dire si l’on a 


(2) Ji(a, E)ya(d, #) — y1(0, k) aa, k) = 0. 


S1 k satisfait à cette relation, on pourra choisir « et 6 de telle 
sorte que la solution j 


ay1(, k) 7% BJ2(x, ) 


s’annule en a et b. On aura donc, pour les valeurs de k satis- 
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faisant à l’équation (2), une intégrale de l’équation (1) s’an- 
nulant en a et b, et quin'est pas nulle identiquement. 


14. Le premier membre de l'équation (2) étant une fonction 
de Æ, holomorphe dans tout le plan, les racines ne pourront for- 
mer qu’une suite discontinue. 

Montrons que les racines de l’équation (2) ne peuvent être que 
des quantités positives. Nous allons voir en effet que, pour une 
valeur imaginaire ou négative de k, il ne peut y avoir d’intégrale 
s’annulant aux deux extrémités sans être nulle identiquement. La 
chose nous est connue pour les valeurs négatives (Chap. V, $ 13). 
Quant à ce qui concerne les valeurs imaginaires, nous aurions, en 
posant 

V = Ui+ il, k=k'+ ik, 


d'(ui+ lu») 


EE + (4 dR") A) (ua + lus) = 0 


et, par suite, on aurait 


+ L'A(æx)ui— K"A(T)U2 = 0, 


2 + k'A(t)u:+ £"A(r)W= 0, 


la solution (w,, u>) s’annulant en a et b. Ceci est impossible; car 
des deux équations précédentes on tire 


b 
i} K'A(æ)(uÿ+u3)dx =0o; 
« 
u, et w, seraient donc identiquement nuls, si 4” 0. 


15. L'existence d’une suite indéfinie de quantités positives 
A, ko, .….., l'E 
(k, augmentant indéfiniment avec n), pour lesquelles l'équation 


&y 


Ts + £;A(æ)y =0 


a une intégrale nulle aux deux extrémités de (a, b) sans être 
identiquement nulle, peut s'établir simplement comme il suit. 
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Tout d’abord, le premier terme de la suite que nous désignons 


par *, a été déjà considéré dans la Section précédente; il est l’in- 
verse de la quantité c, qui a joué dans cette Section un rôle si im- 
portant. En effet, tant que l’on a 


I 


Ke 
C 


les approximations successives convergent dans l'intervalle (a,b) 


pour l'équation 
dy 


San AA) V0; 


el il n’y à pas d’intégrale nulle aux deux extrémités de l’intervalle 
(sauf zéro). Nous savons, au contraire, que pour 


I 
ki = - 
k C 
il y aura une telle intégrale. 


Faisons maintenant croître # à partir de X, (fig. 1); nous au- 


Fig, 7. 


# 


o æ 


| - 


rons une intégrale telle que aCb! s’annulant en a et b', ce dernier 
point étant à gauche de b, et une intégrale bC/a! s'annulant en b 
et en a’. Comme ces intégrales ne sont déterminées qu’à un facteur 
près, Je puis figurer l’une au-dessus de Ox, l’autre au-dessous. 
Continuons à faire croître Æ; a! marche vers la droite et b' vers la 
gauche. À un certain moment ils coïncideront en un point «, et, 
comme les intégrales dessinées ne sont déterminées qu’à un facteur 
près, on peut les choisir de telle sorte qu'elles se raccordent en 
leur point commun. On aura alors la fig. 2 et les deux courbes 
dessinées correspondent à une même intégrale. Nous concevons 


&L. 
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donc ainsi l'existence de la seconde valeur k, pour laquelle il y 
aura une intégrale nulle en & et b; cette intégrale s’annule une 
fois entre a et D. 


Fig. 2. 


On continuera à raisonner de la sorte. On aura, Æ étant un peu 
supérieur à >, le dessin suivant d’intégrales ( fig. 5) : le pont y 


marchera vers la droite et à vers la gauche à mesure que Æ gran- 
dira, et pour une certaine valeur de k, soit X;, on aura la fig. 4, 


et l’on peut choisir la constante dans l'intégrale partant de b (de 
b en e) et dans l'intégrale partant de a (de & en e) de manière à 
avoir, par l’ensemble des deux, une seule intégrale. Nous arrivons 
donc ainsi à une valeur #; pour laquelle 1l y a une intégrale nulle 
en a et b; cette intégrale s’annule deux fois entre & et b. On con- 
tinuera ainsi indéfiniment, et l’on démontre ainsi l’existence d’une 


suite 
(Z) ki, Ko, ... k 


de nombres grandissant indéfiniment, et correspondant aux va- 
leurs de Æ pour lesquelles l'équation 


dy 


+ A. A(x)y = 0 


dx 


a une intégrale nulle en & et 0. Il est clair que À, augmente indé- 
finiment avec n, car les intervalles au, as, ... vont en diminuant 
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indéfiniment. D'ailleurs, ces nombres étant les racines de l’équa- 
tion transcendante (2) dont le premier membre est une fonction 
entière de ne peuvent avoir pour point limite un point à dis- 
tance finie. 


16. Ceci posé, envisageons l'intégrale # de l'équation (1) pre- 
nant en & et à des valeurs numériques A et B données d’ailleurs 
arbitrairement. Nous regarderons l'intégrale w comme fonction 
de k; cette fonction de k sera évidemment uniforme dans le plan 
de la variable complexe k et elle aura pour pôles les termes de 
la suite (E). 

Nous allons montrer que ces pôles sont des pôles simples. 

Écrivons l'équation 

2 
au A KiA(x)y 0: 
Elle admet une intégrale y, s’annulant en @ et b, et soit Ÿ, une 
seconde intégrale distincte de la première et, par suite, ne s’annu- 
lant pas pour æ — a. Soit maintenant l'équation | 


x d? 
(3) . 


dx? 


+ (ki +u) A(t) 70: 


Cette équation admet deux intégrales y et Y prenant respective- 
ment, pour æ — a, ainsi que leurs dérivées premières, les mêmes 
valeurs que y, et Y,, et leurs dérivées premières. D’après le théo- 
rème général, déjà plusieurs fois appliqué, ces intégrales seront 
des fonctions entières de x, et l’on aura le développement 


(4) F=Fo+Yil +..., Y = Yo + Yi +", 
Vus Vas ee, Vas Yo, ... S’annulant nécessairement POUT PES 
Une intégrale w de (3) est de la forme 
u—=ay + BY. 


Cherchons à déterminer les constantes «et 5 de manière que cette 
intégrale prenne pour a et b les valeurs À et B. On a les deux 
équalions 


BYo(a)= A,  a[ri(b)u+...]+8[Yo(b)+.. =: 
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On voit donc que $ est une constante par rapport à 4 et que x 
admet le pôle u = 0. Ce pôle sera simple si l’on a 


Ji(è) o. 


Nous allons établir qu’il en est bien ainsi. On a les deux équa- 
üons | 
dy 


dx? 


+ K;A(T)Yo = 0, 


d? 
_ + kK; A(x)y1i+ A(tT)Yo = 0; 


obtenus en substituant dans (3) les développements (4). Or, des 
deux équations précédentes, on conclut 


Le dy Le À 
1k (1 _— 0 Fa) dx = f A(x)y$ dx. 


fa 


La première intégrale s’effectue immédiatement; elle serait nulle, 
si l’on avait y,(b) — o, et l’on serait alors conduit à une absur- 
dité. Nous arrivons donc à la conclusion que k; est un pôle simple 


de u. 


17. Nous arrivons maintenant au calcul des quantités k;. Tant 
que * sera inférieur à #,, on aura pour w le développement 


uU=W+uk+...+unkr+..., 


wo prenant en a et b les valeurs À et B et les autres w s’annulant 
aux deux extrémités de l'intervalle. Ces divers coefficients sont 
des fonctions de x déterminés de proche en proche par les équa- 


tions 
dun d'u; du» 


Formons les constantes 
b 
U, = ui(rau, (mr) A (T)dæ, 


qui présentent la plus grande analogie avec les quantités W, con- 
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sidérées au $ 3 de ce Chapitre. Dans ce cas , se réduisait à l’unité, 
tandis qu'ici u, dépend de x et peut être de signe variable. Quoique 
wo et uA ne soient pas nécessairement d’un signe invariable dans 
(a, b), toutes les constantes U, sont posiuves ; on le voit de suite 
en remarquant que 


b b 
k 2: du 2 
Un Uk A(x)u? dx et Ürn+1 = Î (Ts) hs 
a a Le 


et l’on a aussi 


L dun du 
: n + 
Ürntn = f UmuUnA(T) dx = f Tr dx, 
he L'ÉOUECNE 


LE a 
la dernière égalité supposant m Z 0. 
On établira, comme au $ 4 de ce Chapitre, les inégalités 


Ui NOR RAA IN 
DR RC AU en 


mais, arrivé à ce point, nous devons modifier un peu les raison- 


U» 
U»-1 
ce quotient grandirait indéfiniment avec n, et la série 


nements. Il est clair que doit tendre vers une limite; sinon 


ÜUo+ Uk+... + U,kr+... 


ne serait convergente pour aucune valeur de X; or, cette série est 


égale à 


b 
Î Uo(Uo+ Mk +...+unkt+...)A(x) dx, 
PE 


E ; Rs CE 13 
qui a un sens déterminé pour k << k,. La limite de v est donc 
NA 


I 

k: 

D'autre part, nous pouvons, comme au 8 5. comparer 
Part, : ) P 


au plus égale à 


44 es e 


La relation 
du 
_— + A(T)u; 1 = 0 
dx? | ( ) 71—1 


Le 7 os ss 
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donne pour ,/, une somme de deux intégrales et, si l’on écrit 
l'équation 
d'} 
on aura 
PUY, 


les conditions aux limites étant séro pour À. Il en résulte, d’après 


le $ 5, que 
b 


FINE AIRES jh A(z)|un-1(3)|(b — 3) dz. 


Le reste de l’analyse de ce paragraphe est alors applicable, et l’on 


aura 
un(x)| << K.VU», 


K étant un nombre fixe. Il résulte de là et de ce qui précède, que 
les deux séries 
U+uk+...+unkre+..., 
ÜUo+Uik+...+U,#kr+... 


ont même cercle de convergence; donc 


ALMESNES E (pour n = +). 


18. Nous allons maintenant calculer k#,. Puisque k, est un pôle 
simple de w, nous pouvons écrire 


LA 


(42 


De E HVo+nik +... +onhrt..., 
L 


I — 


ki 


la série du second membre étant convergente jusqu’à # = k:. La 
comparaison de ce développement avec 


U=U+uk+...+<unkr+..…. 
donne 


u! 


Un = Vn+ 
k£7? 
el, par suite, 
u'=lim(u;k?), 
n'=0 
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car lim(v,k*) est nécessairement nulle. Nous pouvons donc re- 


n = © 
garder uw’ comme connu et, par suite, les v. Ces dernières fonc- 
tions satisfont au système d’équations, résultant immédiatement 
du système auquel satisfont les w, et de l’équation 


du’ , 
Pis + k A(æ)u = O0, 
à savoir : 

dv, 

SE ki A(xæ)u'= 0, 
dv; 

Ari + A(x)vo — O, 
de 

il + A(T)0»-1 = 0. 


Tous les 6, sauf #,, sont nuls en & et b, et v, prend en a et b 
les valeurs À et B. 
Nous formerons alors la suite des quantités 


b 
Vy = f Po(T)9n(æ)A(x) dx, 


et, sans rien changer à l’ensemble des raisonnements, on dé- 
montre que 


: ] I 
lim ES PEN 
n = Vi ko 


Nous calculons donc ainsi la seconde valeur singulière k:. 


19. On peut continuer ainsi indéfiniment. On aura 


Poil +... +onkr+,..— + Wo+ mk +... + mx... 


kÆ 


I — 


a 


la série du second membre étant convergente jusqu’à 4 = k3. On 
obtiendra v' par la formule 


v’= lim(o,k?), 
ne 


pu 


DS CT 


pu 
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et les constantes 


b 
Wa = f Mo(r)w,(x) A(x) dr 


conduiront à la éroisième valeur #3, et ainsi de suite. 


Nous avons donc obtenu le résultat que nous avions en vue. 
Les valeurs singulières k; peuvent étre obtenues de proche en 
proche par un calcul régulier, ainsi que les intégrales nulles 
aux deux extrémités de (a, b) correspondant à ces valeurs 
singulières. 


20. Nous nous sommes borné, dans ce Chapitre, à une équa- 
uon particulière pour avoir des résultats très simples. On pour- 
rait, d’une manière plus générale, considérer une équation 


d Le | 
(5) es + LA A(T)+ Aie] + [A B(x)+ Bi(x)]y = 0, 


les À et B étant continues dans un intervalle (a, b). 


Il n’y a, pour cette équation, d'intégrale s’annulant aux deux 
extrémités de l’intervalle, sans être identiquement nulle, que pour 
une suite discontinue de valeurs de k, racines d’une équation 


(6) G(Æ) = 0, 
G(Æ) désignant une fonction entière. 


L'intégrale de l'équation (5), prenant en «& et b des valeurs don- 
nées, est une fonction uniforme de k dans tout le plan de 
cette vartable et ayant pour pôles les racines de l’équation (6). 
La démonstration de cette proposition peut se faire par la même 
vole que pour l'équation spéciale sur laquelle nous venons de 
nous arrêter. Nous aurons d’ailleurs à revenir sur des questions de 


celle nature qui se rencontrent fréquemment en Physique mathé- 
malique. 


Po— III. 
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CHAPITRE VIL 


ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 


I. — Discussion des intégrales passant par deux points 
pour une classe d'équations du second ordre. 


1. Les conditions d'application de la méthode des approxima- 
tions successives sont très diverses suivant les classes particulières 
d’équation qu’on étudie. Considérons 1c1 l'équation 

d?y 
(1) Te + f(æ,7)= 0; 
et supposons que, æ étant dans un certain intervalle, la fonction 
f(x, y), définie pour toute valeur de y, croisse constamment 
avec y el que l’on ait identiquement 


1(210%10, 


Il est clair que, dans ces conditions, f(x, y) sera positif quand y 
sera lui-même positif. Nous allons supposer, de plus, que la dé- 


rivée Lo ujours positive 


J; (7) 


> 


décrott quand y augmente. 


Ces hypothèses faites, admettons qu'il existe une intégrale y de 
l'équation (1), restant toujours positive (et non nulle) lorsque x : 
varie entre o et b, et ne s’annulant pas pour les valeurs extrêmes. 
Nous allons montrer que cette intégrale peut certainement être 
obtenue par la méthode des approximations successives. 


LL Re Pm PL 
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Partons à cet effet de la fonction y, satisfaisant à l'équation 
"4 Î 


d 2V0 x. 


dx? 


et prenant aux limites les mêmes valeurs que y. Les équations 
suCCessives 


d?y 

Fe + f(x, yo) F9: 
d?y2 - 

dx? + f(x, y) = 
d?y, 

+ S(@ na) = 0 


(3x prenant les mêmes valeurs que y aux deux limites) montrent 
que 
VA Re << Vn- 


Il faut montrer que y, à y pour limite. Or considérons le quo- 
tient 
LAB R A 
cit 
D'après l’équation 


d2(Y— Yo) . 4 
RUES A UNS + f(æ,y)= 0, 


y est plus grand que y, et, par suite, le rapport précédent est 
plus petit que l'unité et n’atteint pas ce nombre : soit g son maxi- 
mum; on à 

q 1. 
Ceci posé, l'équation 


ARS EEE puy 0 
donne 
Ver e 1h 2 [f(27)—f( 70) 7 dz 
(2) 0 j 


à b 
+5 DEN-S re) ds 


en remplaçant, sous les signes d'intégration, dans yet y,, æ par z. 


+ ST MO) SATA ON TT EN TA LUE 
+ 3 
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Mais nous pouvons écrire l'inégalité 


LS) LG BOY) LP, 
FF) Po) TRE Jo)” ES 


car £, > &o. Or, de l’égalité 


L « b 
ns [aran(i-r)ds+r free, 
rapprochée de l'égalité (2) et de l'inégalité 


FAP 8 Tr CTP A €: fs: C1)(Y — Yo) É le :. <q; 


f(&Y) RATE ON # 
on conclut 
Lt 2 q 
D APN À < 


On aura de la même manière 


V Vo q 
SEE | 
et ainsi indéfiniment 
CA 
d VE n-1 7 


De ces inégalités, on déduit 
V — Yn < Y'A, 


Cette inégalité établit bien que y, converge uniformément 
vers y: C'est ce que nous voulions établir. 


9. Nous avons maintenant à rechercher les intervalles dans les- 
quels on peut être assuré d’avoir une intégrale toujours positive, 
et chercher en particulier s'il est possible d’avoir une intégrale 
s’annulant aux extrémités d’un intervalle sans être identiquement 
nulle. Nous avons dit que la dérivée toujours positive 


LE 


5: 


allait constamment en décroissant quand y augmente, lorsque x 
a une valeur fixe quelconque dans un certain intervalle. Pour 
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— , cette fonction aura une valeur déterminée: posons 
) » P 


NET 0) = P(&), 
CT, o) = Q(x), 
on aura donc 
P(x)> Q(x), 


Q (x) pouvant être identiquement nulle. 


3. Avant d'aller plus loin, rappelons un théorème, obtenu au 
Chapitre précédent, sur les équations différentielles linéaires. 

Étant donnée l'équation linéaire 

2 

6) TL P(z)y=0, 
où la fonction P(x) est positive et définie pour un champ suffi- 
samment grand de valeurs de x, il existe une quantité 4, telle que, 
dans tout intervalle (0, 4) où 4’ , une intégrale nulle aux deux 
extrémités est identiquement nulle. Pour l'intégrale (0, #), au 
contraire, 1l existe une intégrale s’annulant aux deux extrémités 
et qui n'est pas nulle identiquement. Dans l’intervalle (0, +!) la 
méthode des approximations successives conduit à une série con- 
vergenle. 

Si l’on considère une seconde équation de même forme 


d 2 


(4) TT + Q(z)y = 0; 


dx? 
à cette équation correspondra un intervalle (o, 8). Si l’on a 
P(x) > Q(x), 
on aura nécessairement 
ms ep. 
4. Ceci posé, revenons à l’équation 


| d?y | # 
(E) dx? +f(ær, y) = 0. 


Proposons-nous de montrer qu'él existe une intégrale (ne 
s’annulant pas identiquement) s'annulant 


pour T — 0 et pour T=a@, 


a étant compris entre x et ÿ. 


D, 
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Cette intégrale va nous être fournie par la méthode des ap- 
proximalions successives. Nous partons d’une fonction arbitraire, 
toujours positive, s’annulant pour o et pour a; nous allons mon- 
trer d’abord que la série des approximations successives est con- 
vergente. Considérons à cet effet une quantité positive e assez 
grande pour qu’en posant 


Ty (ARE), 


la quantité, analogue à la lettre « du numéro précédent et relative 
à l'équation 

d?y 
CORNE 0, 


dx 


soit supérieure à a; ceci est possible puisque pour e = + la fonc- 
uon R(x) se réduit à Q(x). 

Ceci posé, cherchons l'intégrale de l'équation (E) prenant pour 
æ—= 0 et pour x = à la valeur e. La méthode des approximations 
successives nous fournira une suite de fonctions croissantes 


POLE, VAT a cs Vo 
Il est aisé de voir que cette suite a une limite. On a, en effet, 


LV n—Yn1) 
TT + f(2) Fan) SE Dee 


Or | 
JT, Jar) — FX, Yn-2) << R(T)(Yn_1 — no}, 


puisque Yx_1 EL Y»_> Sont supérieurs à e. Or la série des approxi- 
mations successives converge pour l'équation linéaire 


d?y 
dx? 


+ R(z)7 = 0. 


Il en est donc a fortiori de même pour l'équation (E). 

Nous venons de trouver l'intégrale de l'équation (E) prenant 
pour æ— 0 etx = a la valeur e, e étant une constante suffisam- 
ment grande. Nous voulons avoir l'intégrale de l’équation prenant 
la valeur zéro aux deux extrémités. Or partôns d’une fonction s’an- 
nulant aux deux extrémités et inférieure à «: puisque les approxi- 
mations convergent dans le cas qui vient d’être examiné ci-dessus, 
elles convergent nécessairement encore dans le cas actuel. 


F 


| 
1 
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Nous obtenons donc, par la méthode des approximations 
successives, une intégrale s'annulant pour x —=0 et pour x—=a. 
Une objection importante se présente toutefois immédiatement : 
l'intégrale que nous venons de trouver n'est-elle pas identique- 
ment nulle? 

Nous allons établir qu'il n’en est pas ainsi. 

Montrons d’abord qu’on peut trouver une fonction continue y, 
de æ, s’annulant pour x — 0 et pour x — a, et telle que dans l’in- 
tervalle (0,a) 

A, + f(æ, Yo) > 0. 


dx? 
Soit n une quantité positive, el posons 
PACE n) — Ri(æ). 


Nous pouvons prendre n de telle sorte que la quantité ,, cor- 
respondant à l'équation linéaire 
d?y 
— +Ri(r)y =0 
dx2 1 ( )J ? 
soit égale à a. Désignons alors par y, la fonction continue satis- 
faisant à cette dernière équation entre o et & et s’annulant pour 
ces deux valeurs; de plus, comme elle n’est déterminée qu’à un 
“facteur près, nous la prenons telle qu’elle ne dépasse pas n. Nous 
avons ainsi une fonction continue parfaitement définie, telle que 
d?2y ; 
ee 7 0) -27 0) 
nous allons la prendre pour commencer les approximations suc- 
cessives. La seconde fonction y, est déterminée par l’équation 


d? y 
dx? 


+ (XL, Jo) = 0 


el par la condition de s’annuler DOUTADE ONLIpOUE Ed! Il est 


facile de voir que | 
Ji1> Vo: 


Si nous écrivons, en effet, y; —Yo—+ À, nous aurons 


d? À dy 
tente AC RAD TEE 
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La somme des deux derniers termes est positive; À s’annulant 
aux deux extrémités de l'intervalle (o, a) sera donc positif dans 
cet intervalle. Nous aurons donc bien l'inégalité annoncée. Du 
moment que Yi > Yo, On aura 


Marat 


et ainsi de suite. L’intégrale cherchée y sera donc supérieure à y, . 
elle ne sera pas identiquement nulle. 

En définitive, nous avons démontré dans ce paragraphe qu’él 
existait une intégrale de l'équation 


dy ù 


dx2 HE 0, 
s'annulant pour x —0 et pour x = a, et toujours positive dans 
cet intervalle. 


9. L'intégrale dont il vient d'étre question est unique. Ceci 
est une conséquence de l’analvse du n° 1. A la vérité, l’inté- 
grale toujours positive y, que nous avons considérée dans ce 
numéro, ne s’annulait pas aux deux extrémités ; le raisonnement 
subsiste sans modification si l'intégrale s’annule seulement à une 
des extrémités, soit pour æ — o, et si l'on suppose, de plus, que 


dy 3 BUS ae : d 

JT ne soit pas infinie pour x — 0. Il est évident d’ailleurs que ne 
dx dx 
sera pas nulle pour æ = 0, car autrement y serait identiquement 


nulle. Si nous prenons alors le rapport 


ne 2 RM 


## 4 


du n° 1, ce rapport sera plus petit que l’unité même pour 20 


nf 20) RE 
xæ=0 \ tang 0 ” 


car 


— 
LE 


0 et 0 désignant deux angles aigus différents de zéro et de et l’on a 


6'< 0. 


S1 l’intégrale toujours positive y s’annule aux deux extrémités 
de lintervalle, le raisonnement doit être modifié, car on ne peut 


: LC 
, ÊE. 
+ e- 
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faire les approximations successives en partant de la fonction y, 
satisfaisant à l’équation 


La à] 


On suppose que l’on parte de la fonction Yo considérée à la fin 
du numéro. précédent, pour laquelle 


Ca 


dx? 


me) (D, PU) EU 


On peut de plus supposer que yo< y (yo n'étant déterminé 
qu’à un facteur près). 
Nous pouvons affirmer alors que l’expression 


Vo 


| Castraner D mms 
reste moindre qu’un nombre g plus petit que l’unité, puisque pour 
"1: V 
T—o0Let. 2 — « la limite de 7 ne peut être nulle. Il n’y a plus 
alors qu’à raisonner comme au n° 1 pour voir que y, à nécessai- 


rement une limite, et cette limite est y. Cette intégrale y est 
donc unique. 


6. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que & était 
disunct des valeurs extrêmes « et 6. Montrons que l'intégrale tend 
vers zéro quand & tend vers &. Nous allons raisonner comme au 
n° 4, quoique dans des circonstances un peu différentes. Nous 
pouvons prendre la constante e assez petite pour que, ayant posé 


AC €) r+ R(x), 


l'intervalle 4’ dans lequel s'applique, pour l'équation 


la méthode des approximations successives, soit aussi peu supé- 
rieur que l’on voudra à #. Choisissons alors a entre « et 4!. D’après 
le n° 4, l'intégrale y de notre équation 


CAN A 


dx? 


+f(r, y)= 0 
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est moindre que l'intégrale, prenant pour x = o et x —a la va- 
leur e, et obtenue comme limite des approximations convergentes 


Br + f(x, €) — O, 
dy 
dx? + f (æ, J1) 0; 


es se 0 ee e Vis tea ein Dee ee 


Or on voit que chacun de ces y est de l’ordre de e, c’est-à-dire 
peut se mettre sous la forme du produit de e par une fonction 
restant finie; notre intégrale y est donc elle-même de l’ordre de €: 
comme on peut faire tendre e vers zéro à mesure que & se rap- 
proche de plus en plus de «, il en résulte que l'intégrale y tend 
vers zéro, comme nous l’avons annoncé. 

Supposons maintenant que a tende vers 6. Nous aurons recours 
alors à la seconde partie du raisonnement du n° 4. Puisque @ est 
très voisin de $, nous pouvons prendre la quantité n extrêmement 
grande. Supposons de plus que le maximum de la fonction y, soit 
précisément n, ce que nous pouvons toujours réaliser, puisque 
n'est déterminé qu'à un facteur près. Dans ces conditions, notre 
intégrale atteindra certainement une valeur supérieure à n. Comme 
n est aussi grand que l’on veut, si a est suffisamment rapproché 
de $, on voit qu'il n’y a pas d’intégrale continue (sauf y = 0) 
s’'annulant pour + — o et pour x = $. Pour une valeur fixe quel- 
conque de æ (distincte de o et a) la valeur de l'intégrale y de 
l'équation | 


dy 
di IPN NES 


s’annulant pour o el pour &, augmente indéfiniment quand & tend 
vers ÿ. Il résulte encore de ces considérations que, pour l’inté- 


orale y correspondant à &, la valeur de la dérivée cé our 4 = 0 
5 3 P , di T4 


varie d’une manière continue de zéro à l'infini quand a varie 


de « à &. 


7. Dans tout ce qui précède, nous n’avons étudié que les inté- 
grales restant toujours positives (ou nulles). Pour étudier d’autres 
intégrales, il est évidemment nécessaire de faire des hypothèses 
sur la nature de la fonction f(x, y) et de ses dérivées pour y né- 
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gauf. Supposons encore que cette fonction, qui s’annule pour 
Y = 0, croisse toujours en même temps que y, et que la dérivée 


PALAU 


toujours positive, ait un maximum pour y — 0, et n'ait ni mini- 
mum ni autre maximum. On pourra alors étudier toutes les inté- 
grales de l’équation. Faisons seulement, pour le moment, la re- 
marque que l'intégrale étudiée aux n° 4 et 5, et qui s’annule pour 
æ— 0 et pour x — 4, ne sera pas nécessairement unique si l’on 
ne la suppose pas toujours positive dans l'intervalle (0, a). D'une 
manière plus générale, une intégrale n’est pas nécessairement 
déterminée d’une manière unique dans l’intervalle (o, a) par 
ses valeurs initiale et finale; nous allons toutefois montrer qu'il 
en sera nécessairement ainsi dans le cas où 


(4 Ce à 


Soient, en effet, y et z deux intégrales supposées distinctes 
satisfaisant aux mêmes conditions. On aura 


d(y—z) , LEE 

Me rien) 1 (LE NE 0 
ou 

dy — 3) y | } Ê 

DNS TUE Mrs) ,(e MECS 


À étant compris entre y et z. Orona 
FAC NC EU NON AE DE 


Il en résulte que l'intervalle, partant de zéro, dans lequel une 
intégrale s’annulant aux deux extrémités est identiquement nulle, 
est plus grand pour l'équation 


du 3 
me IUT A) —0 
dx? PACE) 


que pour l'équation 
du 
——— —- P AP U=+ON 
dx? (æ) 


Il est dès lors évident que les deux intégrales coïncident (!). 


(:) Pour l'extension à un nombre quelconque d’équations des résultats de 
cette Section, on pourra consulter mon Mémoire de 1893 dans le Journal de 
Mathématiques. 
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II. — Quelques cas particuliers. Exemples de solutions périodiques. 


8. Reprenons l'équation 


d?y 
TT + f(x, y) = 0, 


(E) dx? 


en faisant les mêmes hypothèses que dans la Section précédente. 
Ces hypothèses étaient relatives à y positif. Si nous voulons étu- 
dier des intégrales devenant négatives, 1l est indispensable de 
compléter ces hypothèses. Supposons donc que l’équauon obte- 
nue en changeant y en — y, c’est-à-dire l'équation 

d?y 


A DE |0 


dx 
rentre dans le même type que l’équation (E), pour y posiuf. 


Toutes ces conditions étant remplies, nous sommes assuré de 
pouvoir suivre une intégrale quelconque pour toute valeur de x, 
si, bien entendu, nous supposons f(x, y) définie et continue pour 
toute valeur réelle de +. L’équation (E) appartient, en effet, au 
type d'équations au sujet desquelles nous avons démontré ($ 3) 
un théorème général. 

Toute intégrale de l’équation (E).devra nécessairement 
s’annuler. Supposons, en effet, qu’une intégrale ne s’annule pas 
à partur de x — 0. Désignons encore par & et $ (n° 4) les deux 
nombres relatifs à æ — o, qui ont joué un rôle fondamental dans 
toute la théorie de la Section précédente. Si l’intégrale considérée 
ne s’annule pas à partir de + — 0, nous aurons une intégrale res- 
tant toujours positive et différente de zéro dans un intervalle 
(o, ), h étant supérieur en $. On pourra alors obtenir une inté- 
grale, non identiquement nulle, s’annulant pour + = o et pour 
æ—= h, et restant toujours positive dans cet intervalle, ce qui est 
en contradiction avec les résultats précédemment obtenus, puisque 
c'est seulement dans l'intervalle (0, a), où 


GENE 


que l’on peut déterminer une intégrale s’annulant aux deux extré- 
mités et toujours positive dans l'intervalle. 
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On peut encore démontrer de la manière suivante le théorème 
précédent, en remarquant que, si a est inférieur à $, mais en est 
très voisin, l'intégrale qui s’annule pour æ —0o et pour x — a 
devient très grande (n° 6); la courbe intégrale que nous étudions 
et cette seconde courbe intégrale auront donc au moins deux 
points communs, et, par suite, nous aurions deux intégrales po- 
silives prenant les mêmes valeurs pour deux valeurs de +, ce qui 
est impossible. 

L'intégrale s’annulant une fois devra s’annuler une infinité de 
fois, et, comme nous l'avons dit d’une manière générale, on pourra 
suivre sa valeur de proche en proche. 

La courbe représentée par toute intégrale aura donc la forme 
d’une sinusoïde, et l’on peut dire que le problème de l'intégration 
pour léquation (E) est résolu, si l’on entend par là qu’on peut 
suivre avec précision les valeurs de la fonction quand + augmente 


indéfiniment. 


9. Soient deux valeurs x, et x, de æ(xo << 21). À un inter- 
valle commençant en x, correspondent pour l'équation (E) une 
longueur $ et une longueur 4, en gardant toujours ia même no- 


tation générale. 
Considérons ensuite l'équation transformée de E 


(E') De fai, —y)= 0. 


Pour cette équation en x, nous aurons, pour un intervalle com- 
mençant à x'= 0, une longueur Ê” et une longueur z/. Supposons 


maintenant que les quantités 
Los di 8", To+$, æ: 
soient rangées par ordre croissant de grandeur et que, de plus, 
Li— LT Lo + «. 


Nous allons montrer qu'él existe au moins une intégrale de l’é- 
quation s’annulant pour x = Xo el pour & = 1. 
Désignons par À une arbitraire comprise entre 


if" et z+$. 
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IL y aura une intégrale toujours positive de l’équation (E) s’an- 
nulant pour æ, et À; de même l'équation (E”) admettra une inté- 
grale toujours positive s’annulant pour æ4'= 0 et x! = x, — À et, 
par suite, équation (E) admettra une intégrale toujours négative 
s’annulant pour x — x, et x = À. Les deux intégrales que nous 
venons de trouver peuvent-elles être la continuation l’une de l’autre? 
IL faut et il suffit que leur dérivée première ait la même valeur 


PRE . T 
pour æ = À. Désignons par 4 et 0 les angles compris entre o et à 
que font les tangentes aux deux courbes au point x =}, y=0o 
avec l’axe des x. L’équation 
5—0'—0o 
est une équation en À, puisque 0 et 0’ dépendent de À. Il faut 
montrer que cette équation a une racine entre æ,— f/ et x, + 8. 
L E ALe T J 
Or, quand x est très voisin de æ, — 8”, 0! est voisin de -, tandis 
PL | HE 2 
que Ü a une valeur différente de =, donc 0 — W est négatif pour 
2, 
celle valeur de x; au contraire, pour x voisin de x, + $, Best 
Re T ‘ DEA T DA 
voisin de — tandis que Wa une valeur différente de ZA la différence 


5 — (6 sera alors positive. L’équation écrite ci-dessus aura done 
au moins une racine correspondant à une valeur À, telle que 


Li— BL <r+ 8. 


Est-on assuré que l'intégrale correspondante ne sera pas nulle 
identiquement? Oui, puisque autrement il faudrait que l’on eût à 


la fois 
L<To+ a, L>æ— 4, 


ce qui est incompatible avec nos hypothèses. Nous avons done 
bien une intégrale non nulle identiquement et s’annulant pour 
æ = etæ—=x,; celte intégrale ne garde pas un signe invariable 
entre les deux valeurs extrêmes. 


10. Occupons-nous maintenant d’un cas particulièrement in- 
téressant : celui où la fonction f(x, y) serait périodique par rap- 
port à + et de période w. Considérons un intervalle (x, 6 + 0). 
En supposant remplies les hypothèses du n° 9, nous avons une 
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intégrale s’annulant pour x, et x, + w. Cette intégrale ne sera pas 
en général périodique, car pour æ, et æo + w les dérivées n’au- 
ront pas la même valeur. En écrivant cette condition, on aura une 


équation en x 
F(xo) —0. 


À chaque racine réelle de cette équation correspondra une so- 
lution périodique. 

L'étude des racines de cette équation sera, en général, extré- 
mement difficile. Je veux indiquer cependant un cas simple où 
l’on pourra établir l'existence d’une solution périodique. Repre- 
nons l'équation 


2 


Fe 
dx? 


+ f(x,y) = 0 


satisfaisant aux conditions des paragraphes précédents. La fonc- 
uon f(x, y) est périodique par rapport à x et de période w. Sup- 
posons que 


J(æ, y) = f (w 0) 
et que, de plus, 


AT OR RCE 2 
Partons de æ, — 0. Si, comme nous l’admettons, les nombres 


LA UE u) : 
et $ relatifs à l’origine comprennent entre eux ; (/Sg.5),il y aura 


© 
NES 
e 


®. , , CL [02] 0 
une intégrale de l’équation s’annulant pour 4— 0 et x — — et qui 


ne sera pas identiquement nulle. Je dis que celte solution sera une 
solution périodique. 


Prenons, en effet, la courbe symétrique par rapport à x — ”, 


CRES 


J — 0, de la branche de courbe dont nous venons de parler. Il est 
aisé de voir qu’elle satisfera à l'équation différentielle. 

En désignant par y — o(x) l'équation de la première branche, 

on aura pour équation de la symétrique 


Y=—0(w— x). 
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Donc 


D 


FN 
dx? 


ro D'(W — x), 


et nous devons montrer que l’équation 
— P(w—xz) + fr, = e(w —zx)] =0 
est vérifiée. Or elle pourra s’écrire 
p'(w— x) + f[x, p(w—x)] =0, 
et enfin, puisque f(x, y) = f(w — x, y), 
D'(w—xz) +f[w—+, p(w — x)] =0, 


qui est manifestement vérifiée. 


11. Indiquons un exemple. Soit l'équation 


«2 V 


a : I : V : 
+ = ÿ SINT + [14 = cos rZ ) — = é) 
dx: 2 5 


/ Vi+y? 


Nous regardons la fonction f(x, y) correspondante comme ad- 
mettant la période 27, c’est-à-dire que w = 27; on a bien en plus 


f(x, y)=f(2T—%, 7). 


L’équation rentre d’ailleurs dans la classe qui nous occupe ac- 
tuellement. Il nous faut chercher les deux nombres z et 6 pour 
reconnaître si l’on a 

Re TeeDt 


Or z est le nombre relatif à l'équation linéaire 


dy 
dx? 


Re HE 0) AT) 
et 6 correspond à l'équation linéaire 
dy 


dr HV Tr 0) 20, 


Nous aurons donc ici, pour la première équation, 


à, 


La 
dx? 


+ 2Y = 0, 
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et, pour la seconde, 


d'y FAN 
one eV SIN 0 
dx? 2 
Pour la première équation, nous avons de suite 4 — =: dans 
, 2 


un intervalle moindre que _ une intégrale s’annulant aux deux 
7) 


extrémités est identiquement nulle. Pour la seconde équation 
nous ne pouvons trouver la valeur exacte de & (si ce n’est sous 
forme de série), mais nous pouvons avoir une limite inférieure 
de $ et cela nous suffira. Si, en effet, au lieu de la seconde équa- 


tion, on envisage l'équation 


dy Ï 
= —VY =0 
dx? 2Y 4 
le nombre 8 correspondant à l'équation ÉSAg UE IN TE O 
P I dx? >} ME 


sera plus grand que celui qui correspond à cette dernière équa- 
üuon. Par suite 


ETES 


Puisque à — de et PT rV2, nous sommes assuré que les 
> 


inégalités à < r< 8 sont vérifiées. 


Il'existe donc une intégrale de période 27 pour l'équation 
proposée, et nous pouvons l’obtenir sous forme de série conver- 
gente, par notre méthode d’approximations successives. 


III. — Sur une classe d'équations à laquelle s’appliquent 
les procédés alternés. 


12. Considérons maintenant des équations différentielles d’un 
type différent au point de vue des hypothèses relatives aux fonc- 


ons qui y figurent. Soit l'équation 


dy 


— f(x, Y), 


da? 


où nous supposons la fonction f(x, y) toujours positive et 
croissant en même temps que y. On est assuré (Chap. V) qu'il 
P.— III. 


10 
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ne peut exister qu’une seule intégrale de cette équation prenant 
des valeurs données pour x = a& et pour x = b. 

On peut supposer que ces valeurs données sont nulles, ce qui 
revient à remplacer y par y + 4x + 6 en désignant par « et $ des 
constantes convenables. 

Appliquons alors les approximations successives, en partant de 


Vo — 0; on aura ainsi 


ŒYn 

par = Î(Z, Yn-1), 
tous les y s’annulant pour + = à et pour x — b. On voit d’abord 
immédiatement que tous les y sont négatifs; on aura de plus 


0>Ye > Vi: 


puisque f(x, y1) f(x, 0): De même 


VALVE LV) 
Voie MEANS 


et ainsi de suite, le sens des inégalités entre trois y consécutifs 
variant d’une ligne à la suivante. Les y à indices impairs forment 
donc une suite croissante et les y à indices pairs une suite dé- 
croissante; d'autre part, tout terme de la première suite est infé- 
rieur à un terme quelconque de la seconde. Les y à indices 
impairs auront donc une limite w, et 1l en sera de même des y à 
indices pairs qui auront une limite ». Ces deux limites sont des 
fonctions de æ, s’annulant en a et b, et l’on aura 


De 
et comme on a 
d? Vn LYn+1 
se, T AE — — —= sp 54 : 
dr? HAUTS EN) dx? JL, Jn) 
on aura 
du dv 


= (0); dx? = ÿ (AS u), 


dx? 
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si toutefois on admet que les y d'indices pairs et les y d’indices 
impairs tendent uniformément vers leurs limites v et w. 


13. C’est une question intéressante de savoir si w —+. La 
réponse est certainement affirmative d’après un théorème général 
étudié au Chapitre V (Section IT), si l'intervalle (a, b) est su fli- 
samment petit. Mais en est-il ainsi en général? Pour répondre à 
celte question prenons l’équation très simple 


qui rentre dans le type précédent. Considérons une intégrale s’an- 
nulant pour x = o et négative pour x positif et assez rapproché 
de l’origine. On aura 

dy \? 

ue, — e) — Y. 

dx 


2 élant une quantité positive inférieure à wn. L'intégrale y ira en 
décroissant depuis y — o jusqu’à la valeur loga qui sera son mini- 
mum ; cette valeur minima sera atteinte pour 


dy 
SIDE == Et 


DE 
log & Ve “ 


La seconde racine de l'intégrale y (après l’origine) correspondra 


donc à 
0 
dy 
b=2 ———— » 
l Ve’ — à 


og & 


ou, en posant loge — 8 <o 
’ Le) | ) 


30 dy 


bi": D 
6 8 Ver — eB 


L'intégrale considérée y S'annule donc POULE OR TT 
elle est négative et son minimum est logo. 
Reprenons les équations relatives aux approximations succes- 
sives 
dy; 1 dy; pue Ye ES 
—= ST — .., : = — CYn—1, 
> dx? 2 dx? 2 


Si l’on suppose que y, converge uniformément vers y, 1l arrivera 


à 
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\ s s I FI % 4 « 
à partir d’une certaine valeur de », que = Eu différera très peu de 


ll 4 ps 4 
— eY el sera, par suite, supérieure à 
2 


le 


04 
b\0g ) Es an 
= ( ou ie (4 4) 
en désignant par € une quantité positive fixe aussi petite qu’on 
voudra. 
Considérons alors les équations 


MY n+ — Yn41) nue (er eYn) 
a "  “_—_———— — J'H-+1 — 11 do 
dx? 2 ! 
mr mem = Nb //e ... 
dr? D a ? 


en prenant Uyyi = Ynx1 —Yn; et les autres w étant déterminés 
par la condition de s’annuler en o et b. On aura 


un+p| | Yr+p—Yn+p=1 |; (p =12$" 606) 
et la série de terme général 
(Yn+p—Yn+p1) 
est, par hypothèse, convergente. 
Or prenons la suite des équations 


d?Pn40 Au & 
, dx + (U—es)0nh = 0, CON 


les e s’annulant comme les w aux deux limites, et en ayant 
Pnxi = Uny1. Les # seront tous de même signe, tandis que les w 
sont alternativement positifs etnégatifs ; les w et de même indice 
ont même valeur absolue. Par suite, nous pouvons écrire 


| Pr+p | 21 | Ÿn+p—ŸYn+p-1 | ; 


la série de terme général 


On+p fn+p 


sera donc convergente tant que | {| 1, puisque la série de terme 
général (Ynrip—Vnyzp_1) "TP est convergente dans ces condi-. 
tions, élant convergente pour Æ—1. Ceci revient à dire que la 
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série des approximations successives converge pour l'équation 


dans tout intervalle (0, b’), b' étant inférieur à b, mais en étant 
aussi rapproché que l’on veut. 
Or le champ correspondant à cette dernière équation est 


Te Tr V2 1 
= ou —— 


VE VAS eue 
D, 


S1 donc cette expression est inférieure à b, 1l en résultera que 
les approximations ne pourront converger vers y. Nous devons 


SE 
hr 


donc, par suite, voir si l’inégalité 


Q 


1  ry2 dy 
6 — —— <9 PE}, (Be lorate 0 
Le € | 


peut être vérifiée. Nous allons montrer que l'inégalité est bien 
vérifiée si & est assez rapproché de zéro. Ecrivons en effet 


.0 fe 
EU (15) dy, 
8 Ver — ef 8 \ (y 


et dans le développement du binome qui est sous le signe d’inté- 
gration, bornons-nous aux deux premiers termes, les termes 
négligés étant positifs comme les termes conservés; on a alors 


dans le second membre 


_ 
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est vérifiée, il en sera de même de l’inégalité (6) puisque + peut 
ère pris aussi petit qu'on veut. Or, en prenant & assez petit, nous 


\ T 2 Li A 
n'avons à comparer que les termes en —; ce qui nous conduit à 


inégalité qui est exacte. 


Donc, pour 4 assez petit et, par suite, pour D assez grand, les 
À Le 10P » P ) 
approæimalions successives ne convergent pas vers l’inté- 
grale y. 

Les deux limites w et e du paragraphe précédent ne coïncident 

parasrapne p 

donc pas, en général, comme nous le voyons par le cas particu- 
lier qui précède (!). 


14. Nous avons dit que les approximations successives conver- 
gent quand l'intervalle est suffisamment petit. N'ayant à considérer 
que des valeurs négatives de y, supposons que la dérivée toujours 


positive 
4 CB) 


reste, pour y négatif, quel que soit æ dans un certain intervalle, 
inférieure à un nombre fixe M. Il est facile alors de fixer une limite 
pour la longueur de l’intervalle dans lequel les approximations 
successives convergeront. Nous allons comparer les approxima- 
ons successives pour l’équation 


TE Nr 
dx? ds 


et pour l'équation 
dy 
nl er CT 4 6 f x 
dx? : Re  P) 
On a, d’une manière générale, en appliquant les équations à un 
intervalle (a, f), 


UV r—Vn1) 
dx? 


= f (2, Yn1) —f(&, Yn—2), 


(*) Je m'étais borné, dans mon Mémoire de 1890 (Chap. V), à lassertion 
que uw était, en général, différent de v; j'ai donné l’exemple précédent dans les 
Comptes rendus (avril 1894). 
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et l’on peut écrire 
CE Yn—1) — f(x, Vn-2) = (Yn1—Yn-2) fy(æ; Gr 


Y étant compris entre Y»_1 et Yr_». Or considérons les équations 


d'u; 
Da = Ja 0) 
dd Us» 

PR M uw, 
dx? 
du 

dx? M Un—1 ; 


les w s’annulant aux extrémités de l'intervalle. 
On aura évidemment 
Re | < | Un |: 


Or la série des valeurs 
[ur:| 


est convergente certainement, si l'intervalle {4, B) est inférieur au 


champ fondamental (Chap. V, $ 13) relatif à l'équation 


d? 
TI | Mu—o 
dx? 


et ce champ est égal à 
T 
ÿM 
Ainsi, dans tout intervalle inférieur au nombre précédent, 
4 1 à L » L ? x : LL » 4 
les approximations convergent pour l'équation proposée. 
15. Reprenant l’équation 


dy 
dx! 


= f(2, ÿ); 


nous devons maintenant chercher comment nous trouverons l’in- 
tégrale s’annulant pour += a et æ = b si l’intervalle (a, b) est 
trop grand pour que les approximations successives y convergent. 

Nous allons ici faire usage d’un procédé alterné analogue à 
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celui dont nous avons fait usage avec M. Schwarz pour l'étude de 
l'équation de Laplace. 
Nous commencerons par démontrer deux lemmes : 


1° Soient deux fonctions « et 6e satisfaisant à l'équation 


FER SALLE 


continues, bien entendu, ainsi que leurs dérivées premières de 
a à b. Si,enaetenb,ona 


je dis qu’il en sera de même à l’intérieur. Si, en effet, # — v devient 
négauf entre a et d, il y aura entre a et b deux valeurs « et $ pour 


lesquelles on aura 
LIEN 


Entre « et $, on devra donc avoir uw — v et, par suite, dans tout 
lintervalle (a, b); par conséquent, on a toujours, soit & — p, soit 
u= +; c'est ce que nous voulions montrer. 


2° Considérant toujours la même équalion 


sue = f(X; ÿ), 


l'intégrale w de cette équation s’annulant en & et b sera évidem- 
ment négative de & à b; on envisage de plus la fonction e s’annu- 
lant en & et b et vérifiant la relation 


d?p 


BAT = f(x, 0) : 


on aura manifestement 
jui<lel. 


Si donc M désigne la valeur absolue maxima de +, on aura 
ju] <M. 
Ceci posé, prenons une intégrale de l’équation 


du 
Hi =) (&, u\, 
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qui s’annule en b et prenne en a une valeur négative dont la 
valeur absolue ne dépasse pas N; nous voulons trouver une limite 
de la valeur absolue de &# en un point &« compris entre a et 0. 
Soit À l'intégrale de 

— 0 


2 ? 


qui prend en a et b les valeurs données; on voit de suite que 
AI <Na, 


q étant un nombre compris entre zéro et un. Posons alors 
u=UÙ + h, nous aurons l’équation 


= = /(æ; (8 re R) 


et nous devons considérer l'intégrale U de cette équation s’annu- 
lant en a et b. U sera négatif et, comme est négatif, on aura 
a fortiori 
[UI< M. 
Nous en concluons, et c’est là notre second lemme, 


[ul<M+Ng, 


inégalité qui va Jouer le rôle essentiel. 


16. J'arrive maintenant à la solution du problème proposé. 
Nous voulons montrer que lon pourra trouver la solution de 
l'équation 

du 
Peru UE 


prenant des valeurs données en bet 8 (fig. 6) si l’on sait résoudre 
cette question pour les intervalles 6x el ab. 


Soit w, la solution déterminée dans (a, b) et s’annulant en 
a et b. Nous formons alors la solution v, s’annulant en $ et pre- 
nant en à la même valeur que w,. Revenant maintenant au premier 
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intervalle, formons la fonction w, déterminée dans (a, b), s’annu- 
lant en D et prenant en a la même valeur que », et continuons 
ainsi indéfiniment en passant successivement d’un segment à 
l’autre. Nous obtiendrons de cette manière deux suites 


U;, U), .….. Un; …..) 


(JE V2, COR Ps 


u, est négatif dans (a, b), donc ?, est négatif en 4 et, par suite, 
en 4. Donc, si nous revenons à w,, on aura, d’après le premier 


lemme, 
Ui > Uo 


et, en continuant ainsi, il vient de suite 


0 > HSE A ee 


(ee 1 EN R-NRe RC 


Il faut montrer que w, et ’, tendent vers une limite; il suffira 


de faire voir que | w, | et | v, | restent inférieurs à un nombre fixe. 


C’est ce que va nous donner le second lemme. 
Désignons toujours par M la valeur absolue maxima des inté- 
grales de l'équation 
du 


= J(æ, 0), 


dx? 
“ , 
s’annulant respectivement en « et b, puis en « et 8. Ona 


(POUTER == 0) Et M 

(pour Tr = a) [| <Mg+M, 

(pOur =) [ur | << g(Mg + M) +M = M(g2+ g +1), 

(pour —=4) [#2] <gM(g?+g+n +M=M(qg+ qg?+ q +1) 


L4 f 


et, d’une manière générale, 


(pour ru) jun] << M(gr2+ qi +. +5), 
(pour æ=a) [on | <M(g?r-i+ qu-2,, +). 


Dans ces inégalités, g, qui est moindre que un, désigne le plus 
grand des deux nombres de même nom correspondant aux inter- 
valles (a, b), et (x, 8) dans le second lemme. 

Les inégalités précédentes montrent que ux (pour += x) et 
°r (pour æ = a) tendent vers deux limites. Les fonctions w, et w, 


+ 
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tendent donc respectivement vers des limites w et #; la fonction w 
est définie dans l'intervalle (4, b), et la fonction 6 dans l'inter- 
valle (x, 8): Je dis que w et v prennent respectivement les mêmes 
valeurs en a et en x; en effet, 


CEE (POUT LA, 


Po net (POUR DEN 


Donc, à la limite, » prend les mêmes valeurs que w pour x — 2, 
et 1l en est de même pour x — a. Il en résulte que, dans l’inter- 


valle (a, x), on a 
U = Ÿ. 


Nous avons donc l’intégrale de l'équation s’annulant en b et 
en $; elle est représentée par w dans l’intervalle (a, b), et par v 
dans l'intervalle (x, 8). 


17. Nous avons considéré, dans ce qui précède, une seule 
équation. On pourrait chercher à traiter des problèmes analogues 
en prenant un système d'équations de la forme 


D fi ao Tu es Jn) 


les f étant des fonctions toujours positives et croissant avec 
les y. 

Je ne dirai que quelques mots sur cette extension, en me bor- 
nant à renvoyer au travail que J'ai déjà cité. Les résultats précé- 
dents ne s'étendent pas d’eux-mêmes à un tel système. Ainsi 
soient, en se bornant à m — 2, les deux équations 


dy d? z 
TZ = f(a, 7,5), A — 9(%,y,2), 

f et o étant positifs et croissant avec y et 3. On ne doit pas cher- 
cher à établir qu'il n’existe qu’un seul système d’intégrales conti- 


nues prenant pour æ — «a et æ = b des valeurs données : le fait 
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n'est pas nécessairement exact. Considérons, par exemple, l’équa- 
Lion 

dy 
2 = f(x, Var 


dx? 


f étant positif et croissant avec y. Il ÿ a une intégrale Ÿ s’annu- 
lant aux deux extrémités de l'intervalle (&, b). D'autre part, les ap- 
proximations successives donnent, en général, deux limites y, et 
31 différentes, s’annulant en & et b, et satisfaisant, sous la réserve 
de l'hypothèse faite à la fin du $ 12, aux deux équations 


dy ne 

M2 = f(x, 3), 
dz 

dx? = f(x, 14 


Si donc on envisage ce système, il admet, avec les mêmes con- 
ditions aux limites, les deux systèmes de solutions 


| 


EN 
J Lt 
4 Y | { z 


71; 
Z1:- 


Il 
Il 


Ils ne coïncident que si l'intervalle est assez petit. 


SOLUTIONS DE CERTAINES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. D 


CHAPITRE VE. 


DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET DES SOLUTIONS 


ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES ÉQUATIONS DIFFE- 
RENTIELLES. 


I. — Remarques générales sur la continuité des intégrales 
des équations dépendant d’un paramètre arbitraire. 


1. Considérons une équation différentielle dépendant d’un pa- 
ramèlre 1. Soit 


(1) | we SA ANTATE 
Envisageons la solution 
L'— 06, &), 
qui s’'annule pour £ — 0. Soit, pour u — 0, la solution 
x = 0(4,0), 


que nous allons supposer être continue de 4 — 0 à 41 —1t,. De 
plus, on admet que 
J{2: ba €) 
peut, pour £ compris entre o et £,, se développer suivant les puis- 
sances de 
um et æ—AÛ(4,0), 


les coefficients du développement étant des fonctions d’ailleurs 


quelconques de £. Nous nous proposons de montrer que Vrrntes 
grale 
O(é,u) 


peut se développer suivant les puissances de x, pourvu que u soit 
suffisamment petit, pour toute valeur de t compris entre o el‘45. 
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Tout d’abord, on ne restreint pas la généralité du théorème, en 
supposant que Ü(£, o) est identiquement nul, ce qui revient à faire 
un changement de fonction de la forme 2'=— x — 6(4, 0). Nous 
plaçant donc dans cette hypothèse, la fonction 


J(æ, M; d) 


sera ordonnée suivant les puissances de x et de L pour | æ|et|p | 
suffisamment petits, quel que soit £ compris entre o et £,, ét s’an- 
nulera Pour TH 0. Ecrivons 


JG, 0) =ABEBL +. 
les coefficients étant des fonctions de £. 


Posons \ 


, [ET 
T=Ru+Te 


2 
u désignant la fonction de 4 satisfaisant à la relation 


du 
— ='Au B. 
di AUD, 


et s'annulant pour { = 0. 


L'équation proposée se transforme en la suivante 


(A 
Tee Ax?+2Bix'u + Cp... 
c 


(2) 
qui est de même forme, mais où il n'y a pas de terme du premier 
degré en x’ et 1. Les coefficients du second membre sont des 
fonctions de # continues de 1— 0 à 41—#,, et ce développement 
peut être regardé comme absolument convergent pour toute va- 


leur de x! et u telle que 


p et 7 étant deux constantes fixes, la variable réelle & ayant d’ail- 
leurs une valeur quelconque entre o et 4,. 


2. Nous avons à chercher l'intégrale de l'équation (2) s’annu- 
lant DOUrY 10: Représentons l'intégrale par la série que donne 
la méthode des approximations successives : cette série converge 
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certainement depuis £ — o jusqu’à la valeur de t, correspondant à 
la plus petite des deux quantités 


#4 et 


fo 


en désignant par M la valeur absolue maxima de 


Ame 2Bir'u + Cu E,. 


our 
P a 1” 
DENT un et 


Or nous pouvons prendre comme nombre M le maximum de la 
série 


[A1l:-p2+21Bil.er +|CGlr?+..., 


pour £ compris entre o et £,. Si donc nous considérons le quotient 


F 


eg 
bA1lp2+2lBilro+|Clr2+... 


nous pouvons donner à 7° et o des valeurs indépendantes suffisam- 
ment petites pour que ce quotient soit supérieur à Lo. 

La convergence de la série donnée par les approximations suc- 
cessives sera donc assurée depuis t — 0 jusqu’à t =t,, sous la 
condition |u|< r. 

Nous avons donc l'intégrale de l'équation 


— = f(æ, pt)  [f(o,0,t)=0] 


s’annulant pour { — o, représentée par la série 
li + (TX>— Xi) ee . + (LT n — Tn1) Te CE 


que donnent les approximations successives, et, d’après la théorie 
générale, on a 
| En — T'a—1 | ee À#, 


À étant un nombre fixe inférieur à l’unité. Chaadue terme de la 
Ï 


U|<7; 


il est aisé d’en conclure que la série est une fonction holomorphe 


sérle précédente est une fonction holomorphe de L pour 


de u dans les mêmes conditions. C’est ce que montre immédiate- 
H ; 
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ment la formule de Cauchy, 


: pr. 
RULES nf = n Le 


prise le long du cercle de rayon r. 


Nous avons donc établi que l'intégrale de l’équation (1), s’an- 
nulant pour {= 0, est une fonction analytique de }., et peut étre 
développée en série ordonnée suivant les puissances de y., tant 
que |u|<r. Ce développement est convergent depuis t—0 
jusqu'à t = to. ; 


3. Nous avons supposé que nous avions une seule équation et 
un seul paramètre. Le théorème est absolument général : si l’on 
avait, par exemple, les deux équations 


= Aœ + By + Cu +..., 
dy 
He = Mo+Biy+Gp+..., 


les coefficients étant des fonctions continues de 4, de 4 = 0 à 
t=t,. Nous avons là un système d'équations ayant, pour u = 0, 
la solution x — 0, y — 0, correspondant à x el y nuls pour {= 0. 
Nous poserons 

æ=pu+Pz +Qy, 

FE Ue EC PAT ERP 
et nous allons choisir &, ?, ainsi les P et Q, de façon que les équa- 
tions différentielles donnant x’ et y’ ne contiennent plus de terme 
du premier degré en x, y' et u. On s’arrangera de façon que w 
et # s’annulent pour { = 0. Il suffit pour cela de déterminer wet v 
par les équations | 


lu 
CPE, + Bo + C, 
dt 
do 
TA = A,u + Be + CG, 


et l’on a, pour P et P,, les deux équations 


ta = AP + BP;, 

dt 

dP; 

RNA PEER PU 
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auxquelles satisferont aussi Q et Q,. On prendra donc, pour P 


et P,, puis pour Q et Q,, deux systèmes de solutions distinctes, 
et 1l est clair que le déterminant 


PQ: a FK Q, 


qui s'exprime par une exponentielle, ne s’annulera pas de 4 — 0 à 
HAE TS 

Les équations donnant zx’ et y/ seront alors de même forme que 
celles qui donnent x et y, sauf que les seconds membres ne ren- 
ferment pas de termes du premier degré dans leur développement. 
On peut alors raisonner comme au paragraphe précédent. 

Il est évident aussi qu’on pourrait avoir un nombre quelconque 
de paramètres; l’intégrale sera une fonction holomorphe de 
ces paramètres, dans le voisinage des valeurs zéro de ces pa- 
ramètres (1). 


4. Nous avons considéré, dans ce qui précède l’intécrale de 
) JUL P - 8 
l'équation 


dx 
dt = f(x, M; t) 


s’annulant pour £ — 0. Conservant l'hypothèse (01010) que 
comme nous l’avons dit, ne diminue en rien la généralité, nous 
allons envisager l'intégrale de cette équation prenant pour {= 0 
la valeur x,. Or posons x — x, + x!: nous aurons l'équation 
0 l 
À dx! 
(3) mr = Jeo+ x, pu 6), 
avec les deux paramètres x, et u. Pour æ,— y — 0, on a léqua- 


tion 
dx’ se | 
‘dt EAN à PA »0;t), 


et, d’après l'hypothèse faite, l'intégrale de cette dernière équation, 
s’annulant pour € — 0, sera identiquement nulle. Elle sera donc 


(1) Le théorème précédent a été indiqué pour la première fois par M. Poincaré 
(Les nouvelles méthodes de La Mécanique céleste, p.48 et suiv.). M. Poincaré 
le démontre en se servant des considérations habituelles au Calcul des limites 
de Cauchy. Ê 


Pal. Fr: 
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déterminée et continue depuis £ = 0 jusqu’à 4 — {9 (49 étant arbi- 
traire, mais restant fixe une fois choisi). 

D’après le théorème précédent, l'intégrale de l’équation (5), 
s'annulant pour {— 0, sera continue de { — 0 à {— to, pourvu 


que |x9| et |] soient suffisamment petits, et elle pourra être 


développée suivant les puissances de x, et 1. 


Nous avons donc le théorème suivant, que j'énonce dans sa gé- 


néralité. 
Soit le système d'équations 


Re dx; si ; 
(S) Te = Xi 2, Tnt, he) (TT, 2 


On suppose que, pour u — 0, on ait l'intégrale 
æ1 = Y1(t), ss En = n(t), 


continue de 4-0 à t —t,. De plus, les X sont supposées déve- 
loppables en séries ordonnées suivant les puissances de 


œi(t) 


UP OCDE 


pour toute valeur de # entre o et £,, les coefficients de ces déve= 
loppements étant, bien entendu, des fonctions continues de 4. 

Dans ces conditions, les intégrales de(S) prenant respective- 
ment, pour t = 0, les valeurs 


o1(0) +9, va(o) +9, ..., On(0) + x9, 


seront continues de o à t,, et développables suivant les puis- 


sances de 
RÉ ST DS ESRI ENT NEES 


pourvu que ces grandeurs atent des modules suffisamment 
petits. 


9. Cherchons si l’on peut obtenir des résultats analogues avec 


d’autres déterminations initiales des intégrales. Prenons d’abord 


l'équation 
d 
(4) dx? = fa,» Es). 


à 5 s s d 
où f est supposée une fonction analytique de y, a LITE 


SOLUTIONS DE CERTAINES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 163 


Nous avons, pour p — 0, l'équation 


Soit une intégrale de cette équation continue de & à b, pre- 
nant pour æ — a la valeur À, et pour + — b la valeur B. 

Bxiste-t-1l une intégrale de l'équation (4) prenant les mêmes 
valeurs initiale et finale, et très peu différente de la précédente, 
si u est lui-même très voisin de zéro ? 

Au lieu de (4), nous considérons le système de deux équations 
du premier ordre 


CRUE ee 
A dx = (DT VIN 
“r ane. 

Ar Ji: 


Pour = 0, ce système admet une intégrale (y, y!) continue 
de & à b, et prenant pour x — a les valeurs 


PRE pi Al, 


en désignant par À’ la valeur initiale de y’. Pour y voisin de zéro, 
nous aurons une intégrale de (5) continue de «& à b telle que l’on 
ait, pour æ — à, 

GA ur its HAS 
pourvu que Vs soit suffisamment voisin de A’. Cette intégrale 12 


sera une fonction 
Y(E, BR Yo); 


développable suivant les puissances de u et y, — AN. L'équation 
(6) (bb Yo) —B=0o 


s'annule pour  — 0, y, — A. Diverses circonstances pourront se 
présenter. Il arrivera, en général, que cette relation sera vérifiée 
pour une suite continue de valeurs de y, et de 1 voisines respecLi- 
vement de À’ et de zéro, et que y” séra une fonction holomorphe 
de y dans le voisinage de u — 0 : l'équation (4) aura alors une 
intégrale prenant en a et b les valeurs À et B, et qui sera une 
fonction holomorphe de y dans le voisinage de 1 — 0. 

Les conclusions précédentes peuvent cesser d’être exactes. Il 
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peut arriver que la relation (6), considérée comme représentant 
une courbe lieu de points (u, y°), ait le point p—=0, y, = A! 
comme point isolé, auquel cas il n’y aurait pas d’intégrale réelle 
satisfaisant aux conditions initiale et finale pour u >< 0. 

Il peut encore arriver que le premier membre de l’équation (6) 
contienne | en facteur, le second facteur ne s’annulant pas dans le 
voisinage de u = 0, y, — A'. Dans ce cas, l'équation 


dd? d 
di =f(2r + o) 


dx? 


sera telle que toute intégrale passant par le point (a, À) pas- 
sera par le point (b,B). Cette circonstance peut se présenter. 
Les équations linéaires dont nous avons fait l’étude dans un Cha- 
pitre précédent nous en offrent un exemple. Soit £; une constante 


telle que l’équation 


dy 


Ta + HP(x)y = 0 


ait une intégrale, non nulle identiquement, s annulant pour + = & 
et pour x = b. Toute intégrale de cette équation, s’annulant pour 
x = a, s’annule pour x — b : c’est la circonstance dont nous par- 
lions ci-dessus. L’équation ' 


EN As D 
PT (kite) P(ar = 0 


n’admet pas, pour suffisamment petit mais différent de zéro, 
d’intégrale s’annulant pour x = «a et pour x = b. 


6. Les cas d'exception que nous venons d’indiquer ne se ren- 
contreront pas, si la méthode des approximations successives 


(Chap. V, $ 8) est applicable, pour l'équation 


d'FRR ET dy 


à l'intégrale qui nous occupe. 


Nous supposons que, & étant dans le voisinage de zéro; les 
diverses hypothèses nécessaires pour l'application de la méthode 
des approximations successives soient vérifiées (loc. cit.). On aura 
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alors l'intégrale cherchée sous forme de série dont chaque terme 
est une fonction analytique de u., et, en raisonnant comme plus 
haut, on voit que l’intégrale elle-même est une fonction holo- 
morphe de y dans le voisinage de 1 — o. 


II. — Des solutions périodiques des équations différentielles 
ordinaires dépendant d’un paramètre arbitraire, d’après 
M. Poincaré (!). À 


7. Considérons un système d'équations différentielles ordinaires 
dr; : 4 
Tr = ME La, +. Ln l) (LÉRTR TS ATEN 
et supposons que les X soient des fonctions périodiques du temps { 
avec la période w. Si l’on a, pour une telle équation, une solution 


T1 = Pi(t), Ta Da), ….) Tn = Pn(t), 
continue de £ — 0 à { — w, et telle que 
o1(0) Le ®1(w), -..; . Pn(0) — On(w), 
cette solution sera manifestement périodique, car on se retrou- 
vera identiquement dans les mêmes conditions à l’époque w qu’à 
l’époque o. 
F : r ° 4 Là 

Nous allons supposer que dans les équations précédentes figure 
un certain parametre 11. Supposons que, pour H — 0, on ait re- 
connu l'existence d’une solution périodique; nous voulons cher- 


cher si le système aura des solutions périodiques pour les petites 
valeurs de LL. Ecrivons donc les équations 


dx; 
(7) en = X;(%1, Do, se) Cris lt) 


avec le paramètre pu, où les X sont périodiques par rapport à £. 
Pour = 0, nous avons, par hypothèse, la solution périodique 


Di Pit), 


et les conditions admises dans la démonstration du théorème géné- 


ral du $ 4 sont supposées vérifiées. 
Ceci posé, d’après le théorème du $ 4, les intégrales du sys- 


(*) H. Poincaré, Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste (1. I, p. 79 
et suiv.). 
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tème, prenant respectivement, pour £ — o, les valeurs 
D:(0) + æ? Ce ne TD 


sont continues de £— 0 à { —w, si |x? | et || sont suffisamment 
petits, et ces intégrales peuvent être développées en séries ordon- 
nées suivant les puissances croissantes de 


AO AND UC © NAME 
Représentons cette solution par 
Di Ji(t, di, RD NN) (LE 1, 2,0 
et écrivons les z équations 
(8) Jitw, æ9, :..,æ%, un) =fro, x9, ..., æ9, nm) =: 


Ces équations sont vérifiées pour 


0 0 0 ts 
Di = Ps =. =x= =, 


puisque alors les équations (8) se réduisent à 
Qi (w) — w;(0) LS 
relation vérifiée, puisque v;(t) admet la période w. 


Nous concluons de là que, en général, les équations (8) au- 
ront, pour k assez pelit, une solution où les x° seront voisins de 
ZÉTO. 

Il y aura donc, en général, une solution périodique pour ue 
suffisamment petit. 


8. Nous sommes resté, au paragraphe précédent, dans les géné- 
ralités. Diverses circonstances particulières peuvent se présenter 
pour les équations (8). Le cas général, où l'existence de la solu- 
tion périodique cherchée sera certaine, est celui où le détermi- 
nant fonctionnel par rapport à 


0 { 0 
Tir, Ms RES DS 


des premiers membres des équations (8) sera différent de zéro 
pour æ/—=æ; —...—x, —=m—0o. Sera-t-il possible de faire 
celte constatation? Pour abréger l’écriture, supposons pour un 
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moment, comme il est permis au moyen d’un changement linéaire 
de fonctions, que w;(#) soit identiquement nul. Notre système (7) 
prendrait alors la forme 


dx; | : 

Man Ai Li + ilot... + linT®n +FbIU+... (CENT LEnt, 

les & et b étant des fonctions périodiques de £ à la période w. Les 

intégrales de cette équation, prenant les valeurs æ? pour {— 0, 

sont développables, comme nous le savons, suivant les puissances 
0 0 . : L a 

de x!, ..., xf et L; nous pouvons écrire 


Dj — Ant) +...+ Ant) + Biu+":, 
les À et B étant des fonctions de £, et l’on a évidemment 
A ;:(0) — }; A ;r (o) — O, B; (0) — 0. 


En substituant les x; dans les équations ci-dessus, on aura, en 


0 


égalant dans les deux membres les coefficients de æi,...,x,, 


un système d'équations différentielles linéaires à coefficients pé- 
riodiques déterminant, avec les conditions initiales ci-dessus, les 
fonctions A. 

Si l’on peut intégrer ce système d'équations donnant les À, on 
obtiendra immédiatement les coefficients de æ°, ..., x" dans les 
premiers membres des équations (8), et 1l sera possible alors de 
former le déterminant de ces coefficients. S'il n’est pas nul, on 


sera assuré de l'existence de solutions périodiques. 


9. Nous avons seulement supposé, au paragraphe précédent, que 
l’on connaissait, pour  — o, une solution périodique du système 


d'équations proposées (cette solution était z,—xX2—...—%» 0). 
Nous venons de voir que la formation du déterminant jouant un 
rôle important dans la discussion des équations (8) exigeait une 
intégration préalable d'équations linéaires. 

On se trouvera dans des circonstances plus favorables, si l’on 
suppose que l’on sache intégrer complètement le système des 
équations (7) pour à — 0. On pourra alors reconnaître immédia- 
tement si le déterminant fonctionnel qui nous occupe est différent 
de zéro. On aura, en effet, explicitement par hypothèse les fonc- 
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tions 
Ji(t, ete To). 


Donc, dans les premiers membres des équations (8) développées 
suivant les puissances de x°, æ°, ..., æ, et a, on aura les coeffi- 
cients des premières puissances de 224 PRE 


10. Quelques remarques importantes sont à faire sur le Sys- 
tème des équations (8). Supposons que Les équations (7) admet- 
tent une intégrale première 


F(xi, es, Œn, ti) = const. 


dont le premier membre soit une fonction périodique de #, admet- 
tant la période w. Nous désignerons la fonction F par F[x;, #]. 
sans meltre 1 en évidence, et en n'’écrivant qu'une des lettres x: 
nous écrirons aussi, à la place de f;(4, x°, .. ., Zn), Simple- 
ment f;(£). | 

Nous allons voir que, dans ce cas, les équations (8) ne sont 
pas, en général, distinctes. On aura, en effet, 


FL: (0), o] = F[f(u), w] = F[f;(v), o]. 


Considérons donc l'équation 


(9) FTy:(0), 0] — F[f;(w), o] = 0. 


Le premier membre de cette équation est développable suivant 
les puissances de 


Ji(w) — fi(o). 


Supposons que l’on ait 
LPS 
En ” s 
pour H—0, {—0, æ;—v;(0); le coefficient de fn(v) — fn (0) 
dans le développement du premier membre de (9) ne sera pas nul 
pour a, æ}, ..…, æ° suffisamment peuts, et il est clair alors que les 
f — 1 équations 


Jito, 79, ...,æ9, up) — fi(o, x, SAUNA EAU (=, RE 


qui sont les n — 1ièmes bremières équations du système (8) entraf- 


Pr 4 
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nent, d’après la relation (9), la ni" équation 
AUD es Des M). — Jn(0, 29) DE NU 0; 


Les n équations (8) ne sont donc pas distinctes, comme nous 
voulions l’établir. : 


0 4 ® Ê pere 4 
n'était pas nul; si cette dérivée 

Un 

était nulle, onprendrait une autre des dérivées du premier ordre, 


Nous avons supposé que 


etiln’y aurait que dans le cas où l’on aurait 


0F _ 0F 0F 


DDR UT 0 rom 


pour —0, 4— 0, æ;—#;(0), que la conclusion précédente de- 
viendrait douteuse. 

Soit, comme tout à l’heure, me Z 0; il y aura alors une infinité 
de solutions périodiques de période w pour chaque valeur de 4 
(suffisamment petite). On supprimera la dernière des équations (8) 
et l’on pourra la remplacer par | 


MT EP Pins de) =" Ce 
C étant une constante arbitraire que l’on prendra peu différente de 


F[o1(0), ...,w2(0), 0,01. 


Pour une valeur donnée à C, il n’y aura plus, en général, 
qu'une solution périodique correspondante; elle sera déterminée 
par les » — 1 premières des équations (8) et l’équation F — C, où 
l'on remplacera #{ par zéro, et qui alors s’écrira 


FT f;(o), O, u.] CG: 


Si on laisse € arbitraire, on aura une infinité de solutions pé- 
riodiques dépendant d’une constante arbitraire. 
Si, au lieu d’une intégrale uniforme, on en avait deux, 


RAR RON EI CONSL, 


P(æ:, T9, -..) Ln) t) —ICONSL:,, 


on voit immédiatement, par des raisonnements analogues, que 
les ñ équations (8) se réduisent à n — 2, si tous les déterminants 
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fonctionnels 
D(F,æ) 


Ho h 
D(Tx, Th) sal 


ne s’annulent pas pour 4 — 0, {= 0, x; — w;(0). 


11. On a supposé, dans ce qui précède, que les fonctions X,, 
X2,-.., X} dépendent du temps £. Il est important d'examiner le 
cas où { n'entre pas dans les équations. Tout à l'heure, la période 
était nécessairement déterminée : c'était la période w de + dans 
les X. Maintenant, au contraire, la période pourra être quel- 
conque. D'autre part, si les équations admettent une solution pé- 
riodique, elles en admettront une infinité; d’une solution on en | 
déduit, en effet, une autre en changeant £ en #4 + X, À étant une 
constante arbitraire. Ïl ne peut donc pas arriver, dans le cas ac- 
tuel, que les équations (8) déterminent une seule solution pério- 
dique. 

Ces remarques faites, écrivons le système d’équations 
dx; 


(D dt 


= XP De UN ECS TU RUES RSC EL 


et supposons qu'on ait, pour p — 0, la solution périodique de pé- 
riode w 
Ti = pi(t), Ta = pa(t), ...) Tan = Pn(t). 


Ici les © seront des fonctions analytiques de t; si donc, pour le 
système (10), nous désignons, comme plus haut, par 


gi(o) + x} 
la valeur de x; pour £ — 0, nous sommes assuré que la valeur 
Ji SE TM Er LORS) 
de æ; pour { — w + + sera une fonction holomorphe de | 
DT MOST DIT LCL ESC 


pour des petites valeurs de ces grandeurs. Si nous écrivons alors 
les équations 


(Gr) Jo + rt, 29, 2,24, ph fo, m9, me po CERN 
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nous aurons Z équations analogues aux équations (8), et ces 
équations seront vérifiées pour 


puisque alors les équalions (11) se réduisent à 


Pi(wW) — Y;(0) = 0. 


(Ù 
7 


Les équations (11) renferment n + 1 inconnues 2°, æ5, ..., & 
et T, tandis que les équations (8) ne renfermaient que » incon- 
nues et correspondaient à + — 0. Or ici, si l’on faisait + — 0, on 
aurait des équations dont le déterminant fonctionnel par rap- 


0 0 


port à æ\, ..., x, serait certainement nul, d’après ce que nous 


avons dit plus haut sur la multiplicité nécessaire des solutions pé- 
riodiques, quand elles existent. Au contraire, en se donnant arbi- 
trairement un des x, soit par exemple x! — 0, les équations (11) 
détermineront, en général, 


TE TL Dh 2 EL 
en fonction holomorphe de Us 


Nous pouvons encore fare une remarque relativement au cas 
où 1l y aurait, pour le système (10), une intégrale première 


PR Ne Pins li COTISL: 
On verra, en raisonnant comme au $ 10, que Les équations (11) 


nÇRE . 0F 
ne sont pas distinctes, et l’on peut, si —— n’est pas nulle pour 
OT 


112 


h— 0, Zi; — v;(0), considérer le système 
PT 0... Toi) —J:(0,æ9,..., m0, u)—0 ET APN EL E UE 
Déniune constante peu différente de 
F[o:(0), (0), ...,#,(0), ol. 
Dans l'équation F — C, on a remplacé x; par 
JANET ARLES CEATSE 


Au lieu de remplacer les équations (11) par le système qui vient 
d’être indiqué, on peut encore le remplacer par le suivant, en fai- 
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sant toujours +, — 0 et en faisant, de plus, + —0, 


Ji(w, A ÈRZ A ES PNRN u) 210; æŸ, Ces el L) = OMG 1,2,..., 1) 


0 0 0 LEE 4 , 
6 Lys +++, &,_,. D'où se tire la conséquence 


importante que, dans le cas où y à une intégrale première, 
on pourra trouver généralement, pour y petit, une solution pério- 
dique ayant la période w, ce qui n’a pas lieu, en général, quand 
les équations ne renferment pas le temps. 


qui détermineront x 


12. Nous avons établi, dans des cas généraux, sous la condition 
qu’un certain déterminant fonctionnel ne soit pas nul, l’existence 
de solution périodique. Terminons ces généralités en montrant 
quelles opérations on devra faire pour calculer ces intégrales. 
C'est une question à laquelle nous avons indirectement touché 
au $ 8. Reprenons le système tel que nous l’avions écrit dans ce 
paragraphe 

dr; 
dt 


— dj Li +. + linln + bin De ve *) 


les coefficients de ces développements étant des fonctions de t de 
période w. | 


Nous avons, pour x — 0, la solution périodique 
Ts Lo = NET} 10: 


D'après ce que nous avons dit, il y aura, en général, une solu- 
uon périodique pour y suffisamment petit. Cette solution peut 
être développée suivant les puissances de zu. Ecrivons donc 


Li = Ty M + Die +. ..: 


les coefficients des diverses puissances de u doivent être des fonc- 
tions périodiques de # avec la période w. Nous aurons d’abord, 
pour déterminer les x+;,, les équations 


da; ) 
di = dj T1 M9 Los +...—+ din Ti + bi. 


Peut-on satisfaire à ces équations en prenant pour 


Vars at, 1. ., 1 Tnt 
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des fonctions périodiques de t. On voit qu'il en sera certaine- 
ment ainsi en général, et précisément quand un déterminant, qui 
n’est autre que celui que nous avions à considérer au S 8, ne sera 
pas nul. Les coefficients des diverses puissances de u dans les x; 
se calculent de proche en proche sans qu'on soil jamais arrêté, 
si on ne l’a pas été au début, et l’on aura ainsi la solution pério- 
dique cherchée dont l'existence a été antérieurement démontrée. 


13. Remarquons, en terminant, que les considérations précé- 
dentes trouveront leur application dans un cas un peu plus com- 
P Peu P 
pliqué. Écrivons les P + q équations 


dr; 
| ue “ci X;(T1, a, ..) Cp; V1: V2, Va) (HET, gd: D 
fe { 
ee dyi | 
LT ER LATTES ce) Ep; V1» V25 +.» Va) CAR EP DE 


où nous supposons que les X et Ÿ soient des fonctions périodi- 
ques des y admettant la période 27, c’est-à dire ne changeant pas 
quand on change y; en y;+ 27. On pourra appeler solution pé- 
riodique de cette équation avec la période w une solution 


Ti = Di(t) CHER INR NN JE): 
Jim dt) (=t,2,..,9), 


satisfaisant aux conditions 


Da (É + w) = o;(1), 
Wé+w)=Vd;(t)+ak;r, 


les Æ; étant des entiers. Il est clair, d’après la forme des équations 
différentielles (12), qu'une solution sera périodique, si l’on a 


o;(&) = (0),  Li(w) = L;(0o) +24; 


La théorie développée dans les paragraphes précédents pourra 
encore s'appliquer aux équations (12) et à leurs solutions périodi- 
ques. On formera les équations analogues aux équations (11); les g 
dernières d’entre elles auront seulement, dans le second membre 
2 kim, les entiers k; correspondant à la solution périodique initiale 
des équations pour x — 0. 
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III. — Application au problème des trois corps. 


14. Une des plus importantes applications que M. Poincaré ait 
faite des généralités qui précèdent est relative au problème des 
trois corps. Prenons trois points, M,, M,, M, de masse m,, mu, 
m;; nous allons considérer les deux dernières comme petites, et 


nous poserons 
Ni —= Ai LH; Ma — Co er 


2, et 4 élant des constantes fixes. Concevons que l’on ait écrit 
les équations différentielles du mouvement de ces trois points s’at- 
tirant suivant la loi de Newton. Que deviendra ce système, si l’on 
y fait u — 0? Si (6,0, Co) désignent les coordonnées du point M, 
par rapport à des axes fixes, les équations du mouvement du 
point M, se réduiront évidemment à 


CI TUE do © æ&to 


rt) 0 — 0 
dt? ; dit? ? dt? : 


et l’on aura, pour le point M,(6,,n:,G), 


(ri, = M,M;) 


et les deux équations analogues, f désignant le coefficient d’attrac- 
on. On aura de même, pour le point M, 


Une solution du problème des trois corps, pour 1 = 0, sera 
donc obtenue en prenant le point M, fixe, les deux autres points 
se mouvant séparément autour de M, suivant les lois de Képler. 
Ce cas particulier se ramène donc au problème des deux corps: 
Si les temps de révolution de M, et de M; autour de M, sont com- 
mensurables entre eux, il est clair qu’au bout d’un certain temps 
tout le système se retrouvera dans sa situation initiale. | 


Le problème des trois corps, pour w — 0, admettra donc des 
solutions périodiques. 


En restant toujours dans le même cas (1 — 0), le problème des 
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trois corps admet d’autres solutions que l’on doit aussi regarder 
comme périodiques. Bornons-nous au cas où les trois points res- 
teraient dans un même plan. Le point M, restant toujours fixe, 
rapportons le mouvement des deux autres points à deux axes 
tournant d’un mouvement uniforme autour de M,. Nous allons 
voir immédiatement qu'il peut arriver que les mouvements de M, 
et M: par rapport à ces axes soient périodiques. Au bout d’un 
temps égal à la période, les trois corps se trouveront dans la même 
position relative, c’est-à-dire que leurs distances respectives au- 
ront repris la même valeur. Nous devons regarder un tel mouve- 
ment comme périodique. Imaginons par exemple que, pour { — 0, 
les trois points soient sur une ligne droite D; on peut donner à M, 
et M, des vitesses initiales telles que M, et M, décrivent des cir- 
conférences autour de M,, et désignons par » et n!/ les vitesses an- 
gulaires des droites M,M, et M,M,. Soit, pour fixer les idées, 
n'> n; au bout du temps 


2T 


? 
Ho rt 


les angles faits par M,M, et M, M avec la droite initiale D sont 


respectivement 
2TAN 2TN' 


g ? 1 ? 
TN — 7 TUEEETT 


et leur différence est égale à 27, c’est-à-dire qu'au bout du temps 
27H . . . 
ee les trois corps se trouvent de nouveau en ligne droite, ayant 


repris la même position relatuve les uns à l'égard des autres. Si 


donc on rapporte le système à des axes mobiles tournant d’un 
mouvement uniforme avec la vitesse angulaire n, les coordonnées 
de M, et M, par rapport à ces axes mobiles seront des fonctions 

HAT Re VE 2 
périodiques du temps de période PATES 

15. Nous voulons maintenant rechercher s’il y a une solution 
périodique pour de petites valeurs de u. Nous allons d’abord 
écrire les équations du mouvement, telles qu'elles sont classiques 
en Mécanique céleste, des points M, et M, autour de M,. Faisons 
donc d’abord passer par ce point deux axes rectangulaires de direc- 
tions fixes (nous nous bornons au plan), nous aurons, en dési- 
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gnant par (æ4, ya) et (Z2, Va) les coordonnées de M, et M, par 
rapport à ces axes, les équations différentielles où nous faisons le 
coefficient d’attraction f égal à l’unité 


| dx: re LIU æ; ei Lo À ST 
ee. Mo — M — mn: = — ; 
de tr) °r3 ?r3 mu 0m 
dy; 1 1 2 r. 100) 
ee SC) Æ —+ 711 #0 + Mo . == 9 
dt? r$ rè M; dYi 
(S) , £ ; 
d Lo EY bÆ] à Ti 0 Ta 1 OÙ 
a TM Mi, — M2 —= = — -—) 
di? T3 ", ni 11e 1008 
d? 0 2 1 2 1 OU 
| VE + M Le + M 2 + ma 2 = — — ° 
lt dr? 1 1: 7 Ma Yo 


Dans ces équations, que j'emprunte au Traité de Mécanique 
céleste de M. Tisserand (t. I, p. 72), 7, et r; désignent les dis- 
tances de M, et M, à M,,et l’on a 


M1 M) 


= 


2 
V2 


en appelant r,2 la distance M, M. 


Je rappelle encore que le système (S) admet deux intégrales 
premières, celle des aires et celle des forces vives. J’écris ces deux 
intégrales 


| æ Ge Fa æ dy: Ge. 
; Pa TT qe JR EP 


(13) | M Mo [ca h d(Yi—Y2) 


mo 


7 étant la constante arbitraire, 


ALI MN y AFARSN ee 
m Pr à 7 ) + Mo (FE 7) 
\ L= dit? l° 


Mu + M m m: 
(14) \ a (+ ES ) [mn (7 —- 7) + u'| 
mo ri l'a 


| M1 Mo dx; He d?3 : dy dy2 : = 
| + | æ) + (5 - $2) [22 


16. Les équations différentielles classiques que nous vénons 
d'écrire ne sont pas celles dont nous devons nous servir. Il faut les 


transformer en rapportant le mouvement à des axes M,Ë, Min, 
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animés d’un mouvement de rotation uniforme autour de M, avec 
la vitesse angulaire n. On pourrait se servir des formules de trans- 
formation de coordonnées 


æ = Ëcosnt— n sinné, 


J =EËEsinnt+ncosnt, 


pour transformer le système S. On arrivera bien plus rapidement 
au système d'équations différentielles relatif à £ et n, en appli- 
quant la théorie des mouvements relatifs. Les équations cher- 
chées seront les équations (S), où nous remplacerons (Ti, Yi) et 
(Lo, V2) respectivement par (&:,ni)et (Eay n2) coordonnées de M, 
et M; par rapport aux axes mobiles M,Ë, M,n, pourvu que nous 
ajJoutions aux seconds membres les projections de l'accélération 
centrifuge et de l’accélération centrifuge composée. Ces projec- 
tions seront, d’une manière générale, pour la première, 


REA 27, 
et, pour la seconde, 
dn dé 
2n na ? ne 1 (/ Frs 


Nous aurons donc un système (£) qui ne sera pas autre chose 
que le système (S) où l’on aura remplacé les (x, y) par (E, nel 
où l’on aura ajouté respectivement dans les seconds membres des 
deux premières 


dr: 
n?E1 + 2n a Fe 
d£; 
RT1—92n — 
1 dt ? 


et de même pour la troisième et la quatrième, l'indice deux rem- 
plaçant l'indice un. Le système (£) admettra deux intégrales pre- 
mières. En substituant à la place de x et y leurs valeurs en (£) et 
(n) dans les équations (13) et (14), on obtiendra ces deux inté- 
grales premières et 1l est à remarquer que le temps n’y figurera 
pas explicitement. De plus, en remplaçant m, et ms par net æm, 
la quantité y. se trouvera en facteur dans le premier membre des 
intégrales; on pourra la supprimer en modifiant les constantes 
furet. 

Nous aurons donc le système (£) avec ses deux intégrales pre- 
mières. 

P.— III. 12 
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On a, en définitive, huit équations du premier ordre, en - 
) ) P ) 
ét, UE La) 12; a 1h; 4 D2- 
en posant 
d2 


! 2 


2 dt 


! 
— Tj9; 


L'application de la théorie générale exposée dans la Section 


La L4 ï Lt 2 . e QTC . 
précédente, pour le cas où la période serait Tr, ? NOUS conduira 


à huit équations que nous aurions maintenant à discuter. Ces 
équations se réduisent à six puisqu'il ÿ a deux intégrales pre- 
mières. Écrivons les premiers membres de ces intégrales premières 
en y faisant 4 — o (on a préalablement divisé par , comme nous 
l'avons dit LES haut); on aura 


d d£ 5 À dr dE 
a (e Te — A1 D) nu (Eten) (2, Fe 0e a) na2(£3 + n3), 


,, dif, dni LL n?2 tan) ana (E DU RAR RÉ … dnë 
1lde ‘ de : PTE hi dis AE 


dns dés A ne 
2 F9 : NILLEZ —— 9 er — 
+R a(Ei+ ni) +ana (a TE LP EERAIL, a) (+ VASE =) 


Prenons le Mur fonctionnel de ces deux expressions par 
rapport à n, et n,. Il se réduit à 


mn | LES | a ! 
2241 42(61 09 — 21). 


Or, nous prenons comme positions initiales, dans le mouvement 
correspondant à  — o, deux positions de M, et M, sur l’axe des Ë 
QUI DOUTE 0: le comme nous pouvons le supposer, 
avec O +. Les vitesses initiales sont perpendiculaires à M, Ë, et l’on 
a évidemment au temps é = 0 | 


10, Aa (n—n)E. 
On à, par suite, pour l'expression ci-dessus, 
24: A2 ËE1eo(N'— n ). 


Quant à n et n/, ils sont déterminés en fonctions de EË, et & par 
les relations qui se tirent de suite de la comparaison des deux 
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expressions de la forme 
RES = Mo, RES UT. 


Les valeurs initiales de M,M, et MM: étant arbitraires, on n’a 
pas  — n'. Le déterminant fonctionnel des deux intégrales pre- 
mières par rapport à n, etn, n’est donc pas nul. Nous pouvons 
donc, des huit équations que nous avons à écrire, supprimer celles 
qui sont obtenues en écrivant que les valeurs de n°, et n°, ne sont 


pas égales pour £ — 0 et pour 1 — ne ($ 10). Il resterait donc 


six équalions à discuter; c’est une étude qui ne présente pas, 
après ce qui précède, de véritable difficulté. Nous ne la ferons pas 
ICI, Car nous serions ainsi entraîné à d'assez longs calculs. Énon- 
cons seulement le résultat : On est assuré de pouvoir toujours 
résoudre les six équations dont nous venons de parler par rapport 
à six des huit inconnues 


VDO O0 LÉE0 20 ErO NE ro 
(H) ET PMU AE, 0, Ent 


qui y figurent et qui, conformément à nos notations précédentes, 


représentent les accroissements que l’on doit donner aux valeurs 
des lettres correspondantes, relatives à { — o et à la solution pério- 
dique choisie pour 4 = 0, pour avoir les valeurs initiales relatives 
à {= o de la solution que l’on cherche. Il faut toutefois que l’on 
n'ait pas z—— 7»! et que » ne soit pas muluple de n/— n. 

1lexiste donc, pour le problème des trois corps, p étant petit, 
une tnftnité de soiutions périodiques. Cette infinité dépendra de 
quatre arbitraires, car deux des inconnues de la suite (H) ont des 
valeurs arbitraires (petites) et les distances initiales de M, et de 
M, à M, peuvent être prises arbitrairement (!). 


IV. — Sur une autre catégorie de solutions périodiques. 


17. Nous allons nous occuper maintenant d’une question pré- 
sentant une grande analogie avec celle qui a été étudiée dans la 


L 
(:) On trouvera dans FOuvrage de M. Poincaré (les Nouvelles Méthodes de 
Mécanique céleste, t. I, p. 95 et suiv.) une étude complète de diverses solutions 
périodiques du problème des trois corps. 
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Section IT, mais où, toutefois, des circonstances assez différentes 
vont se présenter. 

Prenons le système d'équations différentielles 

dx: dL der 

15 —— = X —— = X A8 —— = X 
( ) 1 dt 25 > dt ns 
où les X dépendent de æ,, &», +.., x, et d’un paramètre p; de 
plus, les X s’annulent pour t,=x>—=...—Z%n—=0, quel que 


soit 1. 

Le système admet alors, pour solution particulière, la solution 
où tous les æ sont identiquement nuls. Nous allons chercher sil | 
existe des solutions ayant une période w, différant fort peu de 
zéro quand K est Lrès petit, et se réduisant à zéro pour p= 0. 


0 les valeurs iniuales 


à Re È : à. 0 0 
Nous désignons toujours par æ,, æ,, -:.,X, 


de Zi, Lo, +. Æn. Nous aurons 
mt = Ji(l) Dire RAR um) (tte ..... n), 


les f; sont des fonctions holomorphes de x°, 5, ...,x9 et s’an- 
nulent, quels que soient pet £, pour = xi—...—x, 0: 


Il faut discuter les équations 
(16)2 file, mi Le TO A CE ARE D (E = 1,0 


si l’on veut chercher les intégrales ayant la période w. On voit 
immédiatement que nous sommes dans des circonstances diffé- 
rentes de celles que nous avions précédemment, car les équations 
précédentes sont vérifiées, quel que soit u, pourx}=...=x,= 0. 


Étudions le déterminant fonctionnel des premiers membres des 


équations (16) par rapport.à &Ÿ, ..., x, el calculons sa valeur 


pour 


RSA SAT AI ere 
DES ONE RE DU EU =: 


12© 


Cherchons, à cet effet, ce que deviennent les équations (16) 
quand on fait, dans les équations (15), p — o et que l’on réduit 
les X à leurs termes du premier degré en Ti, La) 2-2 008 
ces conditions, les équations (15) se réduisent aux équations 
linéaires | 


d&; ; 
(17) Te = ji + dla... +dinln (1= 12/6060 


_ 
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les équations (16) deviennent alors des équations exprimant que 
la solution de (17) répondant aux valeursinitiales x°, æ°, ..., de 
est périodique et de période w. Or, considérons Péquation 


dy — À (240) .. Ain 
Aa: A9 — À .. An CT 
dn1 An? .. Ann — À | 


On sait que les racines de cette équation en À font connaître les 
intégrales du système (17); supposons-les distinctes et désignons- 
les par À,, À, ..., À,. En écrivant que (17) admet une solution 
périodique, nous aurons un système de n équations linéaires et 
homogènes en æ#Ÿ, æ°, ...,æ°, et leur déterminant est le détermi- 
nant que nous cherchons. Or (17) ne peut admettre de solutions 
périodiques que si l’on a pour un des À, soit À, 


Â;w —2%krt (k entier), 
car une expression de la forme 
aeht+ geht+,..+a,ent, 


où les «& sont des constantes, ne peut admettre la période uw que si 
l’un de ces termes admet cette période. Le ES cherché ne 


*. il est donc 


s’annulera donc que si un des À est de la forme = 
égal à 
A = (eh®— r)(eh6— 1)... (e%— 1), 

comme on le verrait encore, par un calcul facile, en réduisant par 
un changement linéaire de variables les équations (17) à une 
forme canonique où la première équation ne dépendrait que de x,, 
la seconde de x,, et ainsi de suite. 

Ceci posé,-si À est He de zéro, les ÉqUaious (16) qui 
sont vérifiées pour x} —...—x! — 0, quel que soit 2, admettront 
cette solution comme solution simple et, par suite, nous ne trou- 


vons pas de solution périodique voisine de zéro si ce n’est la solu- 
tion évidente où tous les x sont identiquement nuls. En d’autres 
termes, pour avoir une solution ROUNGUES il faut nécessairement 


que w soit de la forme 
2KkTi 


AN 
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À; étant une des racines de l’équation en À. Comme w doit être 
réel, on remarquera que À; ne doit pas contenir de partié réelle, 
el comme les racines de l'équation en À sont deux à deux conju- 
guées, il en résulte que deux facteurs de A seront nuls quand A 
sera nul. 


18. Nous allons donc supposer que w soit de la forme qui vient 
d’être indiquée; cherchons alors s’il y aura des solutions pério- 
diques de période w. Prenons d’abord le cas de deux équations où 
la discussion sera plus simple. Les équations (19) se réduisent 
alors à 


dx 
(18) = + by, 
I 

dy 

wz ] CUVE dy. 


L'équation en À est ici 
X— (a+ d)} + ad — be = 0, 
el, pour pouvoir trouver une période réelle w, il faut que 


ado, ad — bc > 0. 


Désignons par ai ei — ai les racines de l’équation précédente, 
nous pouvons prendre 


Les équations (18) auront alors toutes leurs solutions pério- 
diques et, par suite, les équations en x, et Yo, obtenues en écrivant 
que les solutions prenant pour £— 0 les valeurs x, et Ya sont 
périodiques, seront identiquement vérifiées. C’est là un point très 
important, car, Si nous prenons maintenant les équations 


(19) Ji(w, To; Yo» He) Ji(0, To Po; M) = 0 (LE LORS 


nous voyons que, pour H — 0, ces équations ne renferment pas de 
termes du premier degré en x, et y0. Les équations précédentes. 
pourront donc s’écrire 


ei | Ha ro+ 8 Yo) +...= 0, 
(20) . è 
| Ba æ0+ 870) +...= 0, 
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les termes non écrits étant de degré supérieur au premier en x, 
et Yo. Les coefficients à, «’, 6, $’ sont des fonctions de u et, en 
général, 4$/— fa ne s'annulera pas pour CEE 

On aura à discuter les solutions communes aux équations (20) 
en %#o et yo. Celles-ci, en y regardant &, et y, comme des coordon- 
nées courantes, peuvent être considérées comme représentant 
deux courbes. Pour x différent de zéro, ces deux courbes ont un 
point simple de rencontre à l’origine ; pour 4 nul, les deux courbes 
ont plus d’un point commun à l’origine. Il en résulte que, pour 
très petit, les deux courbes auront au moins un point commun 
très voisin de l’origine. Maïs ici une remarque très importante est 
à faire; si les équations (20) ont une solution différente de zéro, 
elles auront une infinité de solutions formant une suite continue, 
car, les équations différentielles ne renfermant pas £ explicite- 
ment, il ÿ aura une infinité de solutions périodiques s’il y en a 
une (en dehors de z—y—o). Il en résulte que, en réalité, les 
courbes (20) ont, pour x petit, une petite courbe fermée commune 
restant dans le voisinage de l’origine et représentant la solution 
périodique sur le plan (xs, yo); cette petite courbe diminue de 
plus en plus à mesure que x tend vers zéro. Il est clair qu’il fau- 
drait une discussion plus approfondie pour décider la question de 
la réalité; il n’y a là toutefois aucune difficulté essentielle, car on 
peut calculer, comme nous l'avons vu, autant de termes que l’on 
veut dans les équations (20) et, par suite, la discussion complète 
pourra toujours être faite dans chaque cas particulier. 


19. Après avoir étudié le cas de deux équations, il est aisé de se 
rendre compte de ce qui arrivera dans le cas général. En écrivant 
que les équations (19) ont une solution périodique de période w 
27T 
on 
mais deux solutions périodiques indépendantes, qui seront en 


(oo étant égal à ) on devra obtenir non pas seulement une, 
DELTA COTE 5 ; À : , à 

cos “ -etsin- -; ces deux équations se réduiront donc à n — 2 
[42] (2) 


équations et, par suite, quand on fait m—o dans les premiers 
membres des équations 


2 mu) H(o0o,2,:..,4%u)=0 CET Re EN 


les termes du premier degré en x%,...,æ" se réduisent à n — 2 
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expressions linéaires distinctes. Les équations pourront donc être 
ramenées à la forme 


M1 TI +... Haine) +... =0 (ET, 2) ER 


u (Brie) +. . Bin Tr ) +. sis 


I 
© 
D 
Il 


les « et les $ ne s’annulant pas, en général, pour 4 — 0. En tirant 
des n — 2 premières équations » — 2 des quantités x°,æ°, ..., æ° 
en fonction des deux qui restent et substituant dans les deux der- 
nières équations, on sera ramené au cas de n — », que nous avons 
étudié dans le paragraphe précédent. 


20. On peut appliquer le même genre de considérations à un 
système d'équations dans lequel ne figurent plus de paramètres 
arbitraires LL. Soit 


dx; 1 . 
= XP T2, En) (t=1,2,....n), 


les X; s’annulant POUT T3. ..—Z%n—=0. Nous voulons cher- 
cher les solutions périodiques s'éloignant peu de zéro. Nous com- 
mencerons par répéter ce que nous avons dit au $ A7. 

En désignant par 


Li Ji (LR RENTE (LS ne, PRE 


la solution correspondant aux valeurs initiales L1 , LL 
nous avons les équations 


Ji(w, ru AL Te AO REC TR de) 0 


pour les intégrales ayant la période w. S1 l’on considère encore 
l'équation en À du $ 17, on voit que, si w ne satisfait pas aux 
conditions indiquées dans ce paragraphe. la solution 

q paragrapne, 


m0 PU 
LTi—=LTi—=...—=Ln—=0 


sera une solution simple des équations précédentes. En désignant 
par w une quantité satisfaisant à ces conditions, nous allons cher-. 
cher s'il y a une solution périodique de période w ++, + étant 
une quantité petite. Nous avons alors les équations 


Ji(w +r.z,æ8, 2h) —fi(o, +9, x$, 5 Th) = 0 (ë = 1,9, À). 
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Raisonnant comme au $ 19, nous voyons que, dans ces équa- 
tions, les termes du premierdegré en x°, x°, ...,æ, se réduisent 
à n — 2 expressions linéaires distinctes; la quantité + joue 1c1 le 
même rôle que jouait ci-dessus la quantité 1. 


V. — Des solutions asymptotiques de certaines équations 
différentielles. 


21. Considérons le système d'équations différentielles 


d%; ; 
(21) AT 24 (T1 MNT 
les X; s'annulant pour Zi —%X:—...—%n—0 et ne contenant 


pas c explicitement. On peut supposer, comme nous l'avons vu 
précédemment, que dans les X les termes du premier degré se ré- 
duisent respectivement à ÀA4%1, ÀoTo, .., Ânne 

Il y a des cas étendus où l’on peut trouver certaines solutions 
intéressantes de ce système. Faisons d’abord un changement de 
variable, en posant 


CALE 
nous aurons alors le système 
dr; ; 
0 0 = JT. + (oo ee), 


Reportons-nous maintenant aux $ 11 et 12 du Chapitre [. Sous 
les conditions indiquées dans ces paragraphes, nous pourrons, en 
posant 

Yi= 0h, Y2= 0h, c: Dr Jy= 8, 
développer les x en séries ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de y, Y2, --., y,. Les valeurs des dérivées du premier 


ordre 
07: ÔTa dy. 
dy , 0» ) , dyy , 
POUL Yi — Y2—..-—Yy— 0, restent arbitraires. En désignant 


par A,, A, ..., À, les valeurs initiales de ces dérivées, les déve- 
loppements précédents procèdent, en réalité, suivant les puis- 
sances croissantes de 


A1Y1 A2 ...) A, y. 
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Ils sont convergents, tant que ces quantités ont des modules suf- 
fisamment petits. Si nous revenons aux équations (21), nous au- 
rons des développements des x procédant suivant les puis- 


sances de à 
Ajelt, Aoeht, LA CAT: 


Ces développements seront convergents, tant que ces quantités 
auront des modules assez petits. Si l’on veut faire croître + indéfi- 
niment, il faudra égaler à zéro les A qui correspondent à des À 
dont la partie réelle est positive. En prenant les autres con- 
stantes À assez petites, on est assuré d’avoir des développements 
valables de {= 0 à & — . Il est clair d’ailleurs que, si l’on prend 
seulement des À ayant leurs parties réelles négatives, les points 
correspondant à ces À sont du même côté d’une droite passant à 
l’origine, et, par suite, la condition 1° de la page 18 est remplie. 

Les solutions précédentes tendent vers zéro quand { augmente 
indéfiniment : elles sont asy mptlotiques à la solution 


Me Up 10: 


22. Nous allons généraliser le théorème qui précède, Au lieu 
du système (21), prenons le système 


dx; 
dt 


IX T4 Have os Trail) (US r00; Fri 


les X dépendant de 4. On suppose toujours que les X s’annulent 


POUT Zi—%r2—...—ZXn—0, quel que soit £#, et, de plus, les 
coefficients des diverses puissances des æ dans les développements 
sont des fonctions analytiques périodiques de t et de période 27. 
En réduisant les X à leurs parties linéaires, on aura un système 


d'équations linéaires 
dx; 


Dire PURES en Er CREER À ONNTEN 


les a étant des fonctions périodiques de t. L'intégrale générale de 
ce système est de la forme 


æ} == Ajeht fi Se ..—+ Anehntfin, 


joie te eee ;e 0 els es 2 Sn 645 eo ls 2... sv 


Lin A eht fn; RON An €hn fan; 
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les f étant des fonctions périodiques (!). Remarquons que le dé- 
terminant des coefficients de À,,..., À, dans ces expressions est 
une fonction de £ essentiellement différente de zéro. En faisant 
maintenant le changement de variable « 


Ti — En fai + Éo ro +. 7 Chou 


Tr — En fi + Eo fne +. ra ba ns 


nous avons, pour les Ë, des équations de même forme, mais où les 
termes du premier degré se réduisent respectivement à 


NITE À Eo, ….) À nie 


puisque &,, étant de la forme A, et, est l'intégrale générale de 
Péquation 


et de même pour les autres. 


93. Nous pouvons donc partir des équations 


dxy 


RTE DE 1e SE MES ED M 2 | 
dt Æ kÆ ( L ? 2 ) 


les À étant des constantes, et les coefficients des termes de degré 
supérieur au-premier dans les seconds membres étant des fonc- 
ons périodiques de £. Posons toujours 0 — et, nous aurons le S ys- 


dry 
(22) D = xd +... (RENE 2 TS ST 

Les coefficients, sauf les À, sont des fonctions périodiques de &# 
ayant 27 pour période; ils peuvent donc être développés en séries 
trigonométriques 


1.0 nm = . 
> Anenti + > B,e-nti (z — VE I À 
n=0 n=1 


(:) Nous nous appuyons sur ce résultat, aujourd’hui bien classique dans la 
théorie des équations linéaires, comme nous l’avons d’ailleurs déjà fait dans ce 
Chapitre. Nous reviendrons plus tard sur la HUE des équations différentielles 
linéaires à coefficients périodiques, 


(24) 
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Si l’on pose et uw et e"t— y, les deux séries 


(25) D'Anur et D Bus 


seront convergentes dans le plan des variables w et » à l’intérieur 
de cercles de rayons supérieurs à l'unité; ceci est une consé- 
quence immédiate de ce que nous supposons analytiques les 
fonctions périodiques de £ et, par suite, holomorphes dans le plan 
de la variable # à l’intérieur d’une bande parallèle à l’axe réel et 
comprenant cet axe à son intérieur. Désignons par R le rayon su- 
périeur à l'unité d’un cercle à l’intérieur duquel convergent les 
SOIR ERDE 

Cherchons si nous pouvons trouver des solutions æ du sys- 
tème (22) mises sous forme de séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de 


a = BA Ve = Ole 20 PT ONU De 0 207$ PSN (En). 


Nous aurons alors le système d'équations aux dérivées par- 
uelles, en dissolvant pour un moment, comme nous l’avons déjà 


fait dans des occasions semblables, toute relation entre y, ..…., y, 
u et p, 


les © commençant par des termes du second degré en x, 
PSN Tee 

On peut, à l’aide de ces équations, calculer des développements 
des æ suivant les puissances de y, yo, ..., yy, u, +, en supposant 
qu'ils s’annulent pour y; =y2=...—=7,= 0, et que les coeffi- 
clients des termes du premier degré en Vis Vas +, YY Sont des 
constantes indépendantes de w et ». 


Seules les valeurs des dérivées du premier ordre 


0%: 0Lo 0Ty 
res QÉNRNS 
dY1 ; V2 : 0Vy 


— y,=0, restent arbitraires. Le coefficient 


pour y'1 — V2 —: . 


0x 0x 0x HOT » 0x 
MAT HAS Te Se RÉEMMÉERESE mo ras À: Ti — 0: (T5 Tata" uv), 
0To 0x 0x . 10%2 RE 
À Va EN e NL INICEN SUARCER A PA RON ET 7 rat 
191 D 2 Vo TP +... + DAFT + iu ne iŸ ne 2 Lo = Po (T1, Las... On, U,0) 
0x 0x be UE NOT 
191 Es À 2 1: + AL ALTO C nn “AnTn= On (T1: T2, 3 Cry u,®), 
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d’une dérivée d'une quelconque des fonctions +, soit d'une ma- 
nière générale 
dite. +py+k+l 


dyht0yE: ... dyh" du dot 


dans le calcul des dérivées successives pour les valeurs zéro des 
variables, est égal à 


À Di + ho Pat... + Àypy+ ki — li — y. 
D'ailleurs, d’après la forme admise pour le développement, on n’a 
à considérer dans ces calculs que des dérivées pour lesquelles 
Pi +... + py2 2. 
Nous allons faire maintenant des hypothèses parallèles à celles 


que nous avons faites (p: 18 de ce volume). Nous aurons seule- 
ment 1c1 à considérer les y 2 points 


RU Lun jo CORNE 
On suppose d’abord que les expressions 
Ai Pi+ hoPate. + y py + YÉ— À 


ne peuvent s'annuler, les p étant des entiers positifs dont la 
somme est égale ou supérieure à deux, et y étant un entier po- 
sitif ou négatif. 

Nous avons encore besoin, pour la suite de la démonstration. 
que l'expression 


t25) [A4 Di+ A9 Pa +... + Npy+ yé— | 
reste supérieure à un nombre fixe. Or considérons le quotient 


A1Pi+...+ Ày pv vÉ 
Tarn ec à cl 


Il représente l’affixe du centre de gravité des masses p;, pa, .…., p, 
et |y| placées aux points À,, ..., À, et au point + £ ou au point 
— &, Suivant que y est positif ou négatif. Si done on peut entou- 
rer les points À4, 2, ..., À, et + £ d’une part, et, d'autre part, les 
points À, À», ..., Ày et — à par des polygones convexes ne COM- 
prenant pas l’origine, le quotuent précédent restera supérieur à 
un nombre fixe. Or on a 


À Pi + ee + Ày pv + Yi }n s À Pate pv Àn 
Pi+...+py+ly] pit... +<py+|y|l Pit. + py+ 


| 
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et, comme le second terme du second membre tend vers zéro, il 
est clair que les expressions (25), qui par hypothèse ne peuvent 
s’annuler, resteront supérieures à un nombre fixe, puisqu'elles 
sont supérieures au produit d’un nombre fixe par la somme 
pi+e + py+ y: Nous désiènerons par « un nombre inférieur 


Ke Pr 
aux expressions ( HUE 


24. Il faut maintenant démontrer la convergence des séries que 
nous avons déduites des équations (24). La méthode suivie dans 
le cas où w et 6 ne figurent pas dans les équations, c’est-à-dire la 
démonstration de la page 20 (Chap. I), ne serait pas applicable ici 
sans quelques longueurs. Celle dont nous allons faire usage, beau- 
coup plus rapide, pourrait d’ailleurs être employée aussi avec 
avantage dans le cas particulier que nous venons de citer. 

Les fonctions © qui figurent dans les seconds membres des équa- 
tions (24) sont des fonctions holomorphes de x,, æ:, ..., æ, au- 
tour des origines dans les plans respectifs de ces variables, et de « 
et 9 dans des cercles de rayon R(R >> 1). Nous pouvons prendre 
comme fonction de comparaison pour l’objet que nous avons 


en vue 
DÉPART) 
/ M Ph D I i 
| Ti Pire 

= LL M 2h 
[ Li +. . De a «& [AA p 
_——— : RL. I — F2 J — SE 
à a R R 


Ceci posé, en supposant que dans les équations (24) nous pre- 
nions l'unité comme valeurs initiales de 


0%: 02 0Ty 
dy , dy: , , 0 


2? 


nous remplacerons le système (24) par le système d'équations 


finies 
e X: = 6Y1 + YCX 1, Xo, . Xn,u, 9), 
ns EXT EE UN UCX PINS ENO MN SRET, p), 
sou Xi VONT LENS UMET, 
ef ARS LR FC EUR CAP CE , 
Nr YCX1, Xo, ss Ans 519) 


qui définissent les X s’annulant POUT Vus Vo, HENNES 
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comme fonctions holomorphes de y,, .... J, et de w et 6. On 
voit immédiatement que les coefficients dans les développements 
des X donnés par ces équations sont des quantités positives supé- 
rieures aux modules des termes correspondants dans les déve- 
loppements des + donnés par les équations (24). Ceci résulte de 
l'inégalité 

€ | AiDit Aopo+...+ ADN YÉ— hr |. 
Une seule chose reste à considérer. Quel est le champ de conver- 
gence des X définies par les équations (26) dans le plan des va- 
riables w et v? Il est essentiel que ce champ corresponde à un 
cercle d’un rayon supérieur à l’unité pour pouvoir faire £ réel 
quand nous reviendrons à la variable #. Pour répondre à cette 
question, il suffira de considérer l’unique équation 


PE MEXE I ( 
NooH X arte 
R R 
en prenant pour les y1, .. , y, leur plus grand module Ke 


faisant tous les X égaux entre eux; M'et H désignent deux con- 
_Slantes positives. La discussion de cettè équation du second degré 
est immédiate; elle peut s’écrire 


& "| LR ours Le. VA AX Êe al = 8 Car E 
X pur (i k) (: k ) | x {: R.) (: K) 0 - H) 


RU ON te ed 
Rd: H ( és ) Loir < — O; 


\ 


la quantité sous le radical se réduit à 


g u 6 \ ( u\J/ p ) 4N'y H 
DD ren l[teri(-t)- AE 


/ 


S1 donc on prend y suffisamment petit, on pourra prendre 
pour champ des variables w et v deux cercles peu différents du 
cercle de rayon R et par conséquent de rayon supérieur à l'unité. 


25. Revenons maintenant à la variable réelle #. Nous avons tiré 
des équations (24) des développements ordonnés suivant Îles 
q 1 
puissances de 
A; Oh, A FLE SE A,0? 


les coefficients étant eux-mêmes des fonctions holomorphes de « 


192 CHAPITRE VIII. 


ete, et les À représentant des constantes arbitraires. Or on a 
0 et; 


nous avons, par suite, des intégrales se présentant sous la 
forme de séries ordonnées suivant les puissances croissantes de 


(27) A: et, À eht, ARE A, eht, 
les coefficients étant des fonctions périodiques de t. 


Quant à la convergence, elle est assurée tant que les modules 
des quantités (27) sont suffisamment petits. On peut faire à ce 
sujet les mêmes remarques qu’au $ 21 et, en se bornant aux À dont 
la partie réelle est négative, on obtient des solutions asympto- 
tiques à zéro quand £ tend vers —- co. 

Si, au lieu de supposer, comme au $ 22, que, dans les équations 


dx; g: : 
= X} (Ti, Te ET) (RAS PRE 
dt 
les X s’annulent pour æ; —...—æx,—0, on supposait que ces 


équations admettent une solution périodique z;= w;(t), on serait 
ramené au Cas étudié en remplaçant x; par xi+o(t), et l’on 
obtiendrait alors des solutions asymptotiques à la solution 
périodique considérée (1). 


926. On peut étendre la démonstration que nous venons de 
donner à un cas plus étendu et qui se rencontre assez fréquem- 
ment. Reprenons les équations du $ 23 


dy 
Ée — }zTp +... (UC DAT Te 


les À étant toujours des constantes, mais les coefficients des puis- 
sances supérieures des x étant développés suivant les cosinus et 
sinus des multiples de 5 arguments 


Pad, Obot, PS USE 


(*) La démonstration de l'existence de ces solutions est due à M. Poincaré 
(Les nouvelles methodes de la Mécanique céleste, t. I, p. 335). On comparera 
sa démonstration avec celle que nous donnons dans le texte. 
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de telle sorte que l’on sera dans le cas étudié plus haut sis —1. 
Posant toujours 0 — et, nous aurons le système 


Admettons que ces coefficients, dans les termes de degré supé- 
rieur au premier, puissent se développer en séries ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes de 


Ui = ebuté, Py = € bati, RE Us = ebsti, Vo = ET Moti, 


ces séries élant convergentes à l’intérieur de cercles, d’un rayon 
supérieur à un. 

Nous chercherons alors, imitant ce qui a été fait plus haut, à 
satisfaire aux équations par des séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de 


AE Oh, er LV — Ü, Ui — pfi/, Pi — ppt NUE ph Po = Ut , 


On formera, comme au $ 23, un système d’équations aux déri- 
vées parüelles ; il est inutile de l'écrire. Les quantités qui seront 
les coefficients des dérivées dans les calculs successifs seront ici 
les expressions 


(28) lipi+...+ Àypy+ Yi + Yalol +... + YoMot — Àp, 


les p étant des entiers positifs et les + des entiers positifs ou 
négatifs. 

On suppose que les développements des x ne renferment pas de 
termes indépendants des y et que les valeurs des dérivées 


0%: 023 0%, 
0y1” 0Y2” ) 0 


pour Yi—Y2—= ...— 7y,— 0 se réduisent à des constantes, d’ail- 
leurs arbitraires, indépendantes des w et v. Nous n’aurons donc 
ici, comme précédemment, qu’à considérer dans le calcul que des 
dérivées pour lesquelles la somme p, +...+ p, est supérieure ou 
égale à deux. 

Pour la démonstration de la convergence, nous n’aurons rien 
à changer à la marche des raisonnements. Notre attention doit se 
porter seulement sur les expressions (28); la démonstration ne 

P.— III. Re 
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peut réussir que si les modules des expressions (28) pour 
Pit... +p,22 restent toujours supérieurs à un nombre fixe. 
Or les x sont des nombres réels, et posons 


« / D ! di WW i 
À = À, +aÀ1, CE] ve \, + th, 


ja parue réelle, dans les expressions (28), se réduit alors à 
À pi +. . ET À py— À’. 


Si donc cette expression ne peut s’annuler, les p étant des en- 
uers positifs remplissant la condition indiquée, et st les N sont 
tous de même signe, nous sommes assuré que les modules des 
expressions (28) restent supérieurs à un nombre fixe. 

Nous avons alors, dans ce cas, des intégrales se présentant 
sous forme de séries ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de 


(29) AjehMt, Aseht,..., A, eht, 


les coefficients étant des fonctions de t développables suivant 


les cosinus et sinus des multiples des arguments pit, ..., ut. 


Ainsi se trouve généralisé le théorème de M. Poincaré relatif 
aux solutions asymptotiques. 

La convergence de ces séries exige naturellement que les mo- 
dules des quantités (29) soient suffisamment peuts. Si les \ sont 
négalifs, on aura, en prenant les constantes arbitraires À assez 
petites, des développements valables de { = 0, 1 = + «. 

27. En parüculier, si y = n et que tous les N soient négatifs, 
nous aurons une intégrale dépendant de 7 constantes arbitraires. 
Or pour 0) ton | 


DV = A+... CNRS QUES 1 


les termes non écrits étant de degré supérieur au premier en 


A,,À:,...,A,. Si donc on prend les valeurs initiales æ° suffi= 
samment petites, 1l en sera de même des À et, par suite, les séries 


convergeront. Nous avons donc, avec nos développements, toutes 
les intégrales répondant à des valeurs initiales suffisamment 
petites. 


.. 
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Ces intégrales tendront vers zéro quand £ augmentera indéfini- 
ment puisque alors les exponentielles 


et, eh, .….) EXnt 


tendent vers zéro. Ce résultat, qui se déduit de la forme analytique 
des intégrales peut être facilement établi & priori, et non pas seu- 
lement pour les équations précédentes où les termes sont. de 
forme trigonométrique, mais dans une infinité d’autres cas; c’est 
ce que nous allons montrer en terminant. 


28. Pour donner au théorème toute sa généralité, reprenons un 
système d'équations du premier ordre 


dx; 


Tr © Midi, %2,..., Œnit) CHNTEMAN IR): 


(30) 


où les X sont des séries ordonnées suivant les puissances de x4, 
Lay +++, Ln; Ces séries ne renferment pas de termes indépendants 
des +, et chacun de leurs coefficients est une fonction de £ dont la 
valeur absolue ne dépasse pas une limite fixe quand £ varie entre o 
et + 00. Elles sont d’ailleurs convergentes quand les modules des x 
restent, quel que soit £ dans l'intervalle précédent, inférieurs à un 
certain nombre. 

Si nous prenons seulement dans les X les termes de premier 
degré, nous aurons un système d'équations linéaires 
dx; 


De Tite. + ind En RE PRE ONE 


Nous nous plaçons maintenant dans l’hypothèse où l'intégrale 


L4 4 


générale du système (Z) serait de la forme 
Vi = Cie-% Eat t) +... .—+ Crertnifin (Lt), 


les à étant des constantes dont les parties réelles sont positives, et 
les f des fonctions dont le module est inférieur à un nombre fixe. 
Supposons, de plus, que l’on ait 


t 
Joan a+... a) dt = (m4. + an) +F(0), 
LA 0 d 


|[F(2)| restant, quel que soit {, moindre qu'une quantité déter- 
minée. 
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On voit alors immédiatement que, si l’on fait le changement de 


fonctions 
Ti bi fa(t) +... + En fin(t), 


les équations différentielles en E auront respectivement dans leur 
second membre comme terme du premier degré 


— d1E1, — U2Ë2, FPT non 


les coefficients des puissances supérieures ayant des modules 
moindres qu'un nombre fixe. 
Imaginons donc que nous partions des équations 


dr; ‘ * 
“dr ON ERRE (E=1,2,...,n), 


les « étant des constantes positives, et les coefficients des puis- 
sances de degré supérieur étant des fonctions de {, qui restent en 
valeur absolue inférieures à un nombre fixe. 

Soient {, une valeur positive arbitraire de £, et 


Ci VER A PURE UE. 
les valeurs des x pour £ — #4. On aura 
Gide o:(æ9, Ces AR HUE t), 


les +; étant des fonctions analytiques de x°, x?, ...,æ° et s’annu- 
lant pour x =... x°— 0. Les termes du premier degré dans oi 
s’obtiennent en réduisant les équations à la partie linéaire, et, par 


suite, 


Vi Let ES BNC PAU Ar 


les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. Si 
désigne une quantité positive qui va rester fixe, on aura, en dési- 
gnant par T° la valeur de x; Pour LT AU. | 


/ 


E— m0 L—dah 
T; —=X;e EN ri Me 


Ces séries seront convergentes pour |x; | assez petits; quel que 
soit lo, ces séries en x! convergeront dans un même champ, et 
l’on peut obtenir des développements de même forme dont les 
coefficients indépendants de 4, soient des nombres positifs supé- 
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rieurs aux modules des coefficients correspondants dans les déve- 
loppements précédents. 

S1 l’on suppose maintenant que l’on parte de { — 0, on aura la 
substitution permettant de passer de la valeur des æ pour t—0 à 
la valeur de x pour { — h. De { — h on passera à £ — 2h, et ainsi 
de suite. D’après ce que je viens de dire, il suffit de démontrer 
qu’une substitution de la forme 


PU TI +... (LEURS 


où les u; sont des nombres positifs inférieurs à 'un, répétée un 
nombre infini de fois, donne pour limites zéro, si les valeurs ini- 
tiales des x sont assez petites. La démonstration est immédiate. 
Soit À le module maximum des u;; on peut se borner au cas de la 


seule équation 
HS ET ERRR (OR APEÆNUNE 


Pour x suffisamment petit, on a évidemment 
HR ÈE 


h étant compris entre À et un. Donc, au bout de n transforma- 
tions successives, la valeur de x sera inférieure à 


Re 
et tendra, par suite, vers zéro quand x augmentera indéfiniment. 


Ainsi, sous les hypothèses faites, toute solution du système(30) 
correspondant à des valeurs initiales assez petites tendra vers 
zéro quand t augmentera indéfiniment. Nous établissons ainsi, 
dans des cas très étendus, l'existence de solutions asymptotiques à 


Li=...—=%y—= 0 pour un système d'équations de la forme indi- 
quée. 
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CHAPITRE IX. 


POINTS SINGULIERS DES INTÉGRALES RÉELLES 
DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


I. — Des points singuliers généraux des équations 
du premier ordre et du premier degré. 


1. Commençons par étudier les points singuliers des courbes 
définies par une équation différentielle du premier ordre et du 
premier degré, c’est-à-dire par une équation de la forme 


où X et Ÿ sont des polynômes en xet y; ces polynômes ont leurs 
coefficients réels et nous ne nous occupons maintenant que des 
parties réelles des courbes définies par l’équation précédente. 
Par tout point (x,y) du plan à distance finie passe une courbe 
intégrale et une seule, si l’on n’a pas à la fois en ce point 


X(æ,y)=0,  Y(æ,y)=0. 


Les points (x,y), satisfaisant à ces deux équations, sont les 
points singuliers de l'équation différentielle, et nous allons d’a- 
bord chercher ce que deviennent les ee nt dans le 
voisinage d’un point singulier. 


2. En supposant le point singulier à l’origine, l’équation aura 
la forme : 
dx Le: dy 
ax+by+.s.  uz+b'y+. 


les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. 
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D’après ce que nous avons vu (Chap. I, $ 2), on pourra faire un 
changement linéaire de variables sur æ et Y, Si l’équation du 
second degré en À 


a — À, b 
(1) 


FLAN PRE 
& , DE À 
a Ses racines distinctes, de telle sorte que l’équation devienne 


dx’ dy" 


SR — £ 
LH SES Xe JAN 


les deux racines de l’équation (1 étant À, et ho. 
q 


Différents cas vont se présenter, suivant la nature des racines 
de cette équation (1), qui s'écrit 


(a + B')X Lab = ab 20: 


Ge Supposons d’abord que les racines de (1) soient réelles et de 


même signe; on peut alors supposer, en changeant, au besoin, les 
signes des coefficients a, b, à’, b', que 


MAO, > 0. 


D’après un théorème général (1), établi au Chapitre I (voir aussi 
Chap. II, Section I, et notamment la remarque au bas de la page 20): 


(*) Nous avons cependant une légère correction à faire au sujet des cas à ex- 


clure; il semblerait, d’après ce que nous avons dit (page 24), que le seul cas à 
exclure est celui où le rapport 


est réel et négatif. Il y a encore un autre cas, c'est celui où ce rapport serait un 


entier positif ou l’inverse d’un entier Positif. Il est clair, en effet, que, dans ce 
Cas, une des deux équations 


ÀA(Pi—1)+p,= 0, 
AP, +p;—1 = 


de la page 24 se trouvera vérifiée; ainsi la première est satisfaite pour p, = 0, 
Dee D. 

On doit donc exclure des conclusions générales du $ 1, Chap. II, le cas où À 
serait un entier positif ou l'inverse d’un entier positif. Ces cas se raménent au 
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l'intégrale générale est de la forme 


(2) ui =Gu}, 


u, et w2 étant des fonctions holomorphes de x et y dans le voisi- 
nage de x—0, y —0, et s'annulant pour ces valeurs; C repré- 
sente la constante arbitraire. 

Il résulte immédiatement de ce qui précède que toutes les 
courbes intégrales se rapprochant suffisamment de l’origine 
passent à l’origine. Il est visible, en effet, que la courbe (2) 
passe à l’origine, quelle que soit la constante C. 

Nous désignerons sous le nom de nœuds les points singuliers 
de la catégorie précédente. Un exemple très simple d’un nœud 
sera fourni par l'équation 


dont l'intégrale générale est y = Cx; l’origine, ici, est bien un 
nœud. 

Dans les généralités qui précèdent, nous supposons que nous 
ne sommes pas dans le cas dont il est parlé ci-dessus en note, où 


À est un entier positif ou l'inverse d’un entier positif. Pour ce 


cas particulier que nous avons étudié (page 30); pour le faire voir, considérons 
le système 


ex + 
Pr) en 
(4 D Emy+az—…., 


les termes non écrits étant de degré supérieur au premier et m étant un entier 
positif. En posant 


t ce = Œ + 
dt CU 

RES 1) Tps { 
dt — “ CR 


c’est un système de la même forme, où m est remplacé par m—1; on pourra 
donc, en opérant de proche en proche, être ramené au cas où m=1,quia été 
étudié à la page 30. 
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cas particulier, il suffit, comme nous venons de le dire, de se 
borner à m = 1, et de considérer les équations de la page 31 


, dE 
TS 
dy 


Nous avons vu qu’on peut développer x et y suivant les puis- 
sances de £ et tlogt. Les équations (3) en w et v de la page 32 
ne changeant pas quand on remplace w et p par au et ap, « étant 
une constante arbitraire, nous pouvons considérer que x et y sont 
développées suivant les puissances de 


al, et atlogé, 
et l’on aura 
at = f(x, y), 
atlogt = i(r, y), 


f et f\ étant holomorphes en x et y et s’annulant POUR 0 
On en déduit 
logé — AC») ? 
J(2,7) 
et, par suite, l'intégrale générale prend la forme 


AE à] 


MEET f(2, y). 
On discutera immédiatement cette courbe en posant 


LM)", HU 
on a 
y 


CLAIRES AE 


« | L1 LD : LA 
ces courbes passent à l’origine, quel que soit &, et y ont pour 
tangente l’axe des y!. 


4. Les racines de l'équation (r) restant toujours réelles, sup- 
posons-les maintenant de signes contraires. Les théorèmes géné- 
raux ne nous donnent plus l'intégrale générale. Nous connaissons 
seulement (Chap. II, p. 28) deux courbes intégrales passant à 
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l’origine, et les coefficients angulaires (voir Loc. cit.) des tan- 
gentes à l’origine pour ces deux courbes sont données par l’équa- 
tion du second degré en # 


62 a'+b't—t(a+bt) =, 


dont les racines sont réelles en même temps que celles de l’équa- 
tion (1). 

Ces deux courbes intégrales sont les seules qui passent à 
l’origine ou qui s’en rapprochent indéfiniment. Nous ne pou- 
vons, pour la démonstration de ce théorème, renvoyer au Cha- 
pitre IT, car il y a là un point que nous avons laissé en suspens 
(voir page 30). Il sera aisé de suppléer à cette lacune, en consi- 
dérant seulement, comme nous devons le faire ici, les courbes 
réelles. IL suffira d’ailleurs de montrer, d’après le théorème établi 
(Chap. IT, p. 30), que la courbe a une tangente déterminée. 

Remarquons d’abord que, les deux courbes intégrales ayant 
leurs tangentes distinctes et des points simples à l’origine, on peut 
faire un changement de variables tel que les axes des x et des y 
soient les intégrales dont nous venons de parler. L’équation diffé- 
rentielle aura nécessairement alors la forme | 


dx Fa dy 
æ(Ai+...) D DAC AE EN 


les termes non écrits, qui sont des séries entières en x et en Y; 
étant au moins du premier degré en x et y. 

Il est évident d’abord que, dans la région autour de l’origine, 
où les séries qui sont aux dénominateurs convergent, une courbe 
intégrale ne peut rencontrer l’axe des æ ou l’axe des y. Si, en 
effet, une intégrale rencontre l’axe des y au point (& = 0, y 0), 
elle sera tangente en ce point avec l’axe des y et devra, par suite, 
coïncider avec lui. Ceci posé, envisageons une courbe intégrale 
passant à l’origine où s’en rapprochant indéfiniment, et distincte 
de Ox et Oy. Nous pouvons supposer que, depuis un certain 
point P, elle est dans le premier quadrant (angle +30 y). Suivons 
la courbe depuis le point P, jusqu’à l’origine; si P ‘désigne le 
point mobile de la courbe, le rayon vecteur OP tourne toujours 
dans le même sens autour de l’origine O, car, autrement, pour la 
position du point P correspondant à ce changement de sens, la 
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droite OP serait tangente en P à la courbe, et l’on aurait pour les 


’ nt CO d' . 
coordonnées de ce point T — a el, par suite, 
T “A É 


Li 1 


# PE RSS ONE PR € 


égalité impossible, puisque À, est différent de À:. 


Supposons, pour fixer les idées, que OP marche dans le sens 
de Ox vers Oy; quand P tendra vers l’origine, OP aura néces- 
sairement une limite, puisque la direction OP marche toujours 
dans le même sens et ne peut dépasser Oy, d’après ce que nous 
avons dit plus haut. Il est donc établi que la courbe intégrale 
considérée a une tangente à l’origine et nous sommes alors 
assuré qu'il n'y à que deux courbes intégrales passant par le point 
singulier considéré. 

Nous désignerons sous le nom de cos les points singuliers qui 
viennent d’être étudiés, par lesquels passent seulement deux 
courbes intégrales. 

L'exemple suivant va nous donner, suivant les cas, des cols ou 


des nœuds. Soit la surface d’un terrain représentée par l'équation 


= (7), 


le plan des zy étant horizontal. L’équation différentielle des lignes 
de plus grande pente, c’est-à-dire des lignes dont la tangente est 
en chaque point perpendiculaire à la tangente de la ligne de niveau 
(z — constante) passant par ce point, est évidemment 


dr NN dy 
LS TE 
d%æ 0 


les points singuliers de cette équation sont donnés par les valeurs 
de æ et y, pour lesquelles 


GC PARULSTES 
PEN ER 


7” 


ils correspondent donc aux points de la surface où le plan tangent 
est horizontal. En prenant un tel point pour origine, nous avons 


z = ax? +2bxy + cy? +... 
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et, par suite, l'équation différentielle devient 


dx me dy 
AT+bY +... brrcy +... 


L’équation en À est ici 
Â2— (a+ c)À+ ac — b? — 0. 


Les racines sont réelles ; leur rapport sera positif si b? — ac <o, 
et alors l’origine est un fond ou un sommet de la surface, et toutes 
les lignes de plus grande pente passent par ce point, qui est un 
nœud pour l'équation différentielle. Si, au contraire, b?— ac > 0, 
le rapport des racines est négatif et alors l’origine est un col pour 
la surface, au point de vue topographique; cette dénomination 
correspond à celle que nous adoptons pour le même point rela- 
tivement à l'équation différentielle. Il n’y a que deux lignes de 
plus grande pente passant par un col, d’après le théorème général 
établi ci-dessus. 


9. Supposons maintenant que l'équation (1) ait ses racines ima- 
ginaires : }, et À2 sont alors imaginaires. Il ne peut y avoir une 
courbe intégrale passant à l’origine avec une tangente déterminée, 


puisque l'équation (3) en #, donnant les limites de 2 a ses racines 


imaginaires, mais la considération de l'intégrale va nous conduire 
à un résultat important. 


Pour passer de l'équation proposée à la forme canonique, il 
faut faire un changement de variables imaginaires 


æ'=ax+8y, 
FEYr roy; 
ty d’une p: à d'autre par imaginai jugué 
æely d'une part, Bet autre part, sont imaginaires conJuguées. 


. 0 \ . 1É . , , . % 
Nous pouvons ici, à moins que & ne soit réel et négalif, nous ser- 
[3 : , , , 4 : 
vir de l’intégrale générale (2) 


les fonctions holomorphes w, et w, en x et y sont imaginaires 
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conjuguées, el nous pouvons poser 
U=f +1, Uo= f — 19, 


f et w étant des séries réelles en x et y s’annulant pour æ — 0, 
y = 0, et le déterminant fonctionnel de f et © ne s’annulant pas 


pour æ = 0, } — 0. En posant de plus 
U=p— qi, l=p+qi, 
nous aurons l'intégrale générale sous la forme 


Cf + do)o+ai 
(f—io)r-ai  COnst. 


ou encore 
(p + gt)log(f + 1o) —(p — qgi)log(f — io) = const. 


en prenant pour les deux logarithmes des déterminations imagi- 

. . r Q RE , 
naires conjuguées, la constante sera de la forme Ci, C étant réel, 
et la courbe précédente sera réelle et sera une spirale se rappro- 
chant indéfiniment de l’origine. Pour nous en rendre bien 
compte, étudions la transformée de cette courbe par le change- 
ment de variables 


MM EE NRO(S Pi en: 


qui donne pour x et y des fonctions holomorphes de £ et dans 
le voisinage de & — 0, n — 0. On aura, si Ë— po cos0, n — psinh, 


(p + gt)(logp + 10) — (p — gi)(logp — 10) — C 


et, par suite, 
2g10gp +2p0=C, 
et enfin 


C’ étant une autre constante. La transformée est donc une spirale 
logarithmique, et, par suite, les courbes intégrales que nous étu- 
dions sont des spirales tournant indéfiniment autour de l’origine, 
qui est pour elles un point asymptote. Nous avons donc une infi- 
nité d’intégrales ayant à l’origine un point asymptote; ce point 
singulier sera dit un foyer. Il résulte de ce qui précède que Les 
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courbes intégrales, se rapprochant suffisamment de l’origine, 
auront. ce point pour asymptote. 


, le 9 ’ r 
Je rappelle que nous avons supposé que E n est pas réel et né- 


À . se : 3 2 
gatif, ce qui ne peut avoir lieu que si p — o et alors A —— 1; Cas 
particulier que nous étudierons à la Section II. 

Prenons comme exemple l’équation différentielle 

P q 


En faisant la réduction à la forme canonique, on trouve que 


l’on doit poser 
L'=L+IY, J'=T—iy; 


l'équation différentielle devient 
G+n ed E 


ou 
(+) logy'—(1— 5) logz'= const., 


et, par suite, si l’on pose 

æ= rcosb, y =rsinb, 
9 , 4 , 2 se 
l'intégrale générale est la spirale logarithmique 


r — Cet, 


6. Nous venons d’étudier les points singuliers d’une équation 
différentielle du premier ordre et du premier degré, que l’on peut 
appeler généraux, c’est-à-dire les points singuliers qui ne sup- 
posent aucune relation particulière d'égalité entre les coefficients 
de l’équation. | 

Ces points singuliers sont les nœuds, les cols et les foyers. 
Bien d’autres points singuliers peuvent se présenter, mais ils 
correspondent à des relations particulières; nous allons en voir 
un exemple dans la Section IT de ce Chapitre. 

On remarquera que nous n’avons supposé en rien dans les pa- 
ragraphes précédents que X et Y fussent des polynômes en x et y; 
ils peuvent être des séries ordunnées suivant les puissances Crois- 
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santes de x et y, convergentes pour des valeurs absolues suffisam- 
ment petites de ces variables. 

Les dénominations de nœud, col et foyer sont empruntées aux 
Mémoires (1) deM. Poincaré Sur les courbes définies par les équa- 
tions différentielles. Nous avons complété un point qui, malgré 
son importance, était resté sans démonstration, à savoir que par 
un col ne passent que deux courbes intégrales ($ 4). 


II. — Étude d’un point singulier spécial; des centres. 


7. Dans la première Section de ce Chapitre, nous avons étudié 
les points singuliers généraux des équations du premier ordre et 
du premier degré. Ces cas généraux sont en même temps les plus 
simples, mais il peut se présenter des cas particuliers correspon- 
dant à des relations particulières entre les coefficients des poly- 
nômes X et Y. Il ne paraît pas possible d'entreprendre actuellement 
l'étude de tous les cas particuliers qui peuvent se présenter; nous 
allons seulement, pour montrer la complication de cette étude, 
étudier avec quelques détails un cas particulier (2) ne présentant 
pas un caractère trop spécial. 


Reprenons l'équation 
dx dy 
F4 


X et Y s’annulant pour æ — 0, y — 0. 


ÂÀ l’équation précédente on peut associer Péquation aux déri- 
vées paruelles 


et 1l est tout naturel de rechercher si l’on peut satisfaire à cette 
équation en prenant pour F une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de x et y. Si nous désignons par 


ax +fy et yz + Ôy, 


(') H. PoNcaRÉ, Sur les courbes définies par les équations différentielles 
(Journal de Liouville, 1881 et 1882). 


(?) Consulter, pour l'étude des centres, le Mémoire de M. Poincaré (Journal 
de Mathématiques, 4° série, t. I, p. 172) 
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les termes du premier degré en x et en y dans X et Ÿ, on voit 
immédiatement que le développement de F ne pourra pas commen- 
cer par des termes du premier degré, si l’on a 


ao—fBy<o. 


Plaçons-nous dans cette hypothèse ; le développement de F 
commencera par des termes du second degré, soit 


ax? +9bxy + cy? 
et l’on devra avoir 


(ax +By)(ax + by)+(yxr +ôy)(bxr+cey) =0; 
d’où 
/ da bY—= 0, 
(4) (aB+b(a+È)+cy—o, 


bB+cû—0; 


ces équations ne seront compatibles que si l’on a 


Percy Ÿ GA 
E a+û y|—=o. 
LOIRE 


Quand cette condition est remplie, on peut obtenir les valeurs 
de a, b, c. Nous discuterons aisément la condition précédente, en 
supposant que l'équation ait été réduite à la forme canonique 
employée dans la Section précédente, c’est-à-dire que l’on a 


LA So 


OO) 


= ; > >, 


À, et ho étant les deux racines d’une équation en À déjà bien des 
fois considérée. La condition revient alors à 


À: —- As = O. 


. [2 À 4 hi] 
Si À, et À, sont réels, le rapport sera alors égal à — 1, et, par 


suite, le point sera un col. Si À, et À: sont imaginaires, on se 


trouvera dans un cas nouveau laissé de côté au $ 5 de ce Chapitre : 


c'est ce que nous allons étudier. 
Le changement de variable à effectuer sur æ et y, pour passer 
de l'équation primitive à la forme canonique, remplace alors x 
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et y par deux expressions imaginaires conjuguées. Or, dans l’ hy- 
DO), 8 = 0, ÿ— 0, à — À, le polynôme 


ax? +20xy + cy? 


se réduit, d'après les équations (4);à 2bæxy; ce polynôme sera 
donc, en revenant aux variables réelles initiales, une forme dé- 
Del qu'on peut d’ailleurs supposer positive. Ainsi nous pouvons, 
dans le cas que nous étudions, admettre que les termes du second 
degré dans F se réduisent à 

x? + y2 
et l’on a alors, d’après les équations (4), 


RE = 0, B+y—=o. 


Aünsi, sans diminuer la généralité du cas spécial que nous étu- 
dions, nous supposons que 


et soit 
EF = 22 + y? + Fa+ Fr, nee 


F; comme X; et Y; désignant un polynôme homogène de degré & 
en æ et y. Îl faut continuer le calcul de proche en proche des po- 
Ilynômes F3, F;,.... On voit que, si l’on a déterminé les F Jus- 
qu'au rang & — 1, le polynôme F; sera déterminé par une équation 
de la forme 


(5) JT x"; 


H; désignant une expression dépendant de X et YŸ et des poly- 
nômes F déjà déterminés. 

Nous sommes donc amené à nous poser la question suivante : 
en désignant par H; un polynôme homogène et de degré £ en x 
et y, déterminer un polynôme F; satisfaisant à l'équation (5). 

Pour résoudre cette équation, posons 


T—pCOSW,  ‘ Y = psintw. 


On a alors, en désignant par F une fonction quelconque de 
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mietiy 


Soient F; — pto(w),; H; — p‘b(w), on a 


o(w) = EAzcoskw + By sinkw, 


Y(w) = 2Cz cos kw + D}, sin Æw, 
les entiers Æ étant au plus égaux à 1, et de même parité que £. 


L'équation (5) s'écrit alors 


Pour qu’on puisse y satisfaire, il faut et il suffit que Y(w) ne 
contienne pas de terme indépendant de w, c’est-à-dire que 
l’on ait 

Co = 0. 


Cette condition est remplie d'elle-même quand à est impair, et 
il y a alors une manière et une seule de déterminer w(w). Quand 
test pair, le terme C, existera en général, evil n’y aura pas alors 
possibilité de trouver pour v(w) une expression de la forme indi- 
quée. Quand C4 est nul, cette détermination sera possible, et il 
restera évidemment une arbitraire dans l'expression de o. 

Revenons sur le cas où £ est pair et C différent de zéro. On 
pourra alors déterminer une expression v, de manière que 


do 

RP ne 
du LA QE) pa. 

ce qui revient à déterminer un polynôme homogène F;(x, y) de 

degré £, tel que 


n Me Re ra = H;— C(x2+ y2)2. 


8. Ceci posé, dans le calcul successif des polynômes F, on. 
pourra se trouver arrêté dès le calcul de F;, et on le sera même 
en général. Pour plus de généralité, Supposons que ce soit au. 
rang £ (de degré pair) que l'on soit arrêté pour la première fois, 
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c'est-à-dire que la quantité C4 ne soit pas nulle. Posons 
F=r+p+F;+<EF, +...+F;: 


le dernier polynôme F; étant calculé, comme nous l'avons dit 
plus haut, et l’on suppose que l’on a fixé arbitrairement les con- 
stantes restant arbitraires dans F,,...,F,;. 

Il est clair que chacune des courbes de la famille 


F =, 


= étant une constante suffisamment petite, se compose, dans le 
voisinage de l’origine, d’une petite courbe fermée entourant ce 
point. Pour e — 0, cette courbe se réduit à un point. 
L'expression 
0x OV 
d’après la manière même dont ont été calculées F:,...,F;,neren- 
ferme pas de terme de degré inférieur à £ et ses termes de degré à 


se réduisent à 


À 
— Cox? + y2)7. 


Done, si p—4/x? + y? reste moindre qu'un nombre suffisamment 
pelit po,cette expression aura un signe invariable, le signe opposé 
à celui de C;. Supposons, pour fixer les idées, C; positif. Con- 
sidérons maintenant, au lieu de l’équation donnée du premier 
ordre, le système équivalent 


dx J à dy 
da = X(&,Y); Pre AD JD 
Suivons une trajectoire dans le voisinage de l’origine. Si, dans 
le polynôme F(x, y), on substitue les valeurs de æ et y en 
fonction de #; l’expression F deviendra une fonction de t, el 


l’on aura 


= X — + 

dt dx dy 

Par suite, si le point (x,y) est à l’intérieur du cercle décrit de 
l’origine avec le rayon 20; On aura 


EAU 
TRS 


Q° 
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F ira donc en diminuant quand £ augmentera, tant que (#0 
ne sortira pas du cercle po. Revenons aux courbes 


He 


en faisant varier « de zéro à une valeur «, telle que ces courbes 
(ou du moins la partie fermée autour de l’origine qui nous inté- 
resse seule) ne sortent pas du cercle po. Quand e varie de zéro à €o, 
ces courbes grandissent et deux quelconques d’entre elles n’ont 
pas de point commun. S1 une trajectoire rencontre une courbe 
F—e, le point (x, y) ne sortira pas de cette courbe, car, 
d’après ce qui précède, on aura à l’intérieur de la courbe 


dE 
pers O. 


F ira donc en diminuant, et le point ne pourra pas revenir à la 
courbe F — +. Quand £ augmentera indéfiniment, F diminuera 
indéfiniment. La limite de F sera donc une quantité positive ou 
zéro (!}. Si la limite de F est une quantité positive a différente de 
zéro, notre trajectoire se rapprochera indéfiniment dé la courbe 


F='a È 


qui sera pour elle une courbe asymptote. Montrons que la courbe 
F — à sera aussi une courbe intégrale. Tout d’abord, en rempla- 
cant dans l'équation différentielle 


dr dy 


Dar NÉ MEU NS 


les coordonnées rectangulaires par les coordonnées polaires: 


(o, w), nous avons une équation de la forme 


do 
| — EAU Te 3 
dw + AD 1 Bo Same Ge 


les coefficients À, B, ... étant des polynômes en cosw et sin. IL 


(:) M. Poincaré suppose immédiatement dans son Mémoire (voir Journal de 
Liouville, p. 179; 1885) que la limite est zéro. En fait, cette hypothèse est légi- 
time, si l’on est suffisamment près de l’origine; mais il n’est pas inutile de dé- 
velopper davantage ce point pour être entièrement rigoureux. ; 
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en résulte que w pourra croître indéfiniment et que notre trajec- 
toire sera asymptote à la courbe F — 4 en tournant indéfiniment 
autour d'elle. Nous pourrons représenter la courbe F = & (dans 
le voisinage de l’origine) par l’équation 


p1 = f(w), 


J (w) étant une fonction analytique de w ayant 27 pour période. 
En posant 


p=f(w)+E, 


l'équation différentielle devient 


1 
PO t+REHENS 
les coefficients P, Q, R, ... étant des fonctions de © admettant la 


période 27. Par hypothèse, cette équation admet pour intégrale 
une fonction € qui tend vers zéro en étant toujours positive quand 
la variable réelle w augmente indéfiniment. Or Je dis que ceciest 
impossible si P n’est pas identiquement nul. Soit en effet W9 une 
valeur n’annulant pas P, pour w,-+ 24 (Æ étant assez grand); la 
fonction € sera aussi voisine que l’on voudra de zéro. L'équation 


du I 


MEME PIAR OC EUR CAT 


donnera pour w une fonction de €; pour une valeur initiale de É 
inférieure à tel nombre que l’on voudra et pour 6 — w, + 2kT, 
le champ de convergence de w, développée suivant les puissances 
de €, atteindra l’origine, et l’on aura donc Ü—0o pour une cer- 
taine valeur de w, ce qui est contre notre hypothèse. Par suite, 
Pestidentiquement nul et { — 0 satisfait à l'équation différentielle, 
ce qui revient à dire que la courbe F — & est une courbe inté- 
grale. 

Or, si l’on cherche les courbes intégrales de la forme pré- 
cédente, on ne pourra trouver qu'un nombre limité de valeurs de «. 
En prenant donc, comme fonction initiale pour notre trajectoire, 
un point à l’intérieur de la courbe F — &; qui correspond à la 
plus petite valeur de &, on aura la certitude que la trajectoire 
considérée aura l’origine pour point asymptole. 

PTIT. | 15 
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Nous avons, dans ce qui précède, supposé que G était positif. 
Dans le cas où GC serait négatif, on changerait £ en — t et la con- 
clusion à laquelle nous venons d'arriver subsiste encore. Nous 
pouvons donc énoncer que, dans le cas où l’on rencontre une 
quantité C, différente de zéro, le point singulier considéré est 
un point asymptote et peut, par suite, être regardé comme 


un foyer. 


9. Comme nous l'avons dit, il arrivera en général qu’on ren- 
contrera une quantité C, différente de zéro, et nous pouvons re- 
garder la discussion du point singulier comme faite dans le cas 
général, mais le cas particulier, où tous les C seraient nuls et où 
par conséquent on ne serait jamais arrêté dans le calcul des poly- 
nômes successifs F;, appelle nécessairement l’attention. M. Poin- 
caré, qui examine ce cas dans son Mémoire (p. 181 du Mémoire 
cité), démontre directement que la série 


F=2+y+F:;+...+<F,+... 


est convergente pour des valeurs suffisamment petites de x et y. 
Il en résulte alors que l’équation 


F 204 


C étant une constante suffisamment petite, représente dans le voi- 
sinage de l’origine une petite courbe fermée et, par suite, les 
courbes intégrales dans le voisinage de l’origine sont des courbes 
fermées s’enveloppant les unes les autres. 

La démonstration de M. Poincaré nous entraïnerait trop loin. Je 
préfère me placer à un autre point de vue où nous allons retrouver 
des solutions périodiques. Prenons l’équation en coordonnées 
polaires que nous pouvons mettre sous la forme 

se = À pt+ Bp3i+..e. 

Les coefficients des diverses puissances de » sont des polynômes 
en cos et sin0; le premier est homogène et du troisième degré. 

Considérons l’intégrale de l'équation précédente prenant pour 

— © la valeur 05. D’après un théorème général (Chap. VIT, 
$ 4), on pourra la développer suivant les puissances de 9, et ce 
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développement sera convergent dans un intervalle que nous pre- 
nons 1c1 de o à 2x si p, est suffisamment petit. On aura ainsi 


0 = Po + AOF + API +. .., 


les à étant des fonctions de 0, que nous’pouvons calculer de proche 
en proche. «, prend la valeur un et tous les autres x la valeur 
zéro pour Û — o. 

Dans le cas où il y aura une intégrale de la forme F —C, les 
fonctions & devront avoir la période 27, et inversement, si les 
fonctions « ont la période 2r, toutes les solutions autour de 
l’origine sont périodiques. 

S1 nous cherchons les coefficients «, nous voyons qu’en général 
ils ne sont pas périodiques; on a d’abord de suite 


X1—=]IT, 
puis 


2» Sera encore une fonction périodique; on déterminera la con- 
stante de manière que % s’annule pour 4 -— 0. Pour déterminer 
43, NOUS aurons une équation de la forme 

d'u u 

CHONEN 
?3 étant périodique. Pour que 4, soit périodique, il faudra que le 
terme constant dans +, soit nul; s’il n’en est pas ainsi, «, ne sera 
pas périodique, mais on pourra néanmoins le déterminer et l’on 
choisira la constante arbitraire de manière que 2, s’annule pour 
Ü— 0. On continuera ainsi la détermination des fonctions & de 
proche en proche, les prenant telles qu'elles s’annulent pour 
120: ; 

Donc, dans tous les cas, nous déterminerons la solution p pre- 
nant pour 0 — 0 la valeur 65, et elle sera déterminée de o à 2T, 
si 9, est suffisamment petit. Un cas très intéressant est celui où 
tous les &, calculés comme il vient d’être dit, sont périodiques ; il 
faudra pour cela qu'une suite indéfinie de constantes, successive- 
ment rencontrées dans le calcul, soit nulle. Le développement qui 
représente p étant convergent de o à 27 sera alors évidemment 
 Convergent pour toute valeur de 0, et nous aurons comme inté- 
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grales autour de l’origine une succession de courbes fermées 
enveloppant ce point. 


10. Il sera intéressant de considérer maintenant le système des 


deux équations 


dx 
BE SPACE ; 
(6) 
| dy 
7e PIE. 


en nous plaçant dans le cas où les conditions que nous venons de 
dire sont remplies. Nous devons chercher comment l’angle po- 
laire 6 est relié à £. En remplaçant x et y par p cos et bsin4, nous 


avons 
do Ga 7A ; 
de 080 — psin0 == psin6 +... 
do . do 
Je NV + pcosd ee = — pcos0 +..,, 


à do 0 
AS Î > Î 
que nous pouvons ecrire, en remplaçant di par db DE Le par 


do 
nAP?+ B93+.::), 


dÔ : : 
JL Sin 0 + p( = snô<+o( ), 


2 cos0+ 5( )]J—=—cosô+o( ); 
d'où l’on déduit 

d0 \? 

(%) u+eC H=r+o( 


les parenthèses représentant des séries ordonnées suivant les 
puissances de o dont les coefficients sont des fonctions périodiques 
de 0 avec la période 27. On a donc 


dt=yi+p( )dt. 

Pour une intégrale, p sera, par hypothèse, une fonction pério- 
dique de 4 avec la période 27, et nous ne considérons que les in- 
tégrales pour lesquelles p est suffisamment petit. Il en résulte que 
test une fonction périodique de 0, £ augmentant d’une certaine 
constante quand 0 augmente de 27. Les solutions du système (6) 
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sont donc des fonctions périodiques de £, et nous avons ainsi un 
exemple d’un système ayant toutes ses solutions périodiques 
[pourvu que les valeurs initiales (xs, yo) soient assez petites |: 
mais {a période varie d’une intégrale à l’autre, dépendant de 
la position initiale (45,74); ce dernier point est évident, car la 
période de #, considérée comme fonction de 0, dépend de 55. 


III. — Equations du premier ordre et de degré supérieur. Appli- 


cation à la recherche des lignes de courbure passant par un 
ombilic. 


11. Des questions analogues à celles que nous avons traitées 
dans les deux Sections précédentes se posent pour les équations 
du premier ordre et de degré supérieur. Soit une telle équation 

dy 
æ = | 0: 
À Le de) 
Nous devons considérer les points (x,7) pour lesquels une ou 


plusieurs valeurs de _ sont indéterminées. Supposons que l’ori1- 


gine soit un tel point; la recherche des courbes intégrales pas- 
sant en ce point et ayant une tangente déterminée se ramènera 
à des questions déjà traitées. Tout d’abord, l'équation donnant 
les coefficients angulaires de ces tangentes se forme immédiate- 


NU 
ment, puisque et SA 


alors y = tx, on a une équation différentielle en 


ont, dans ce cas, la même limite. Posant 


et il faut chercher les intégrales de cette équation, prenant, pour 
æ = 0, les valeurs trouvées pour les coefficients angulaires. On 
sera donc ramené en général à des problèmes de la nature de 
ceux qui ont élé traités au Chapitre IT et dans la première Section 
de ce Chapitre. 
Prenons, comme exemple (!}, l'équation du second degré 
dy 


2 d 
(ax + by +...) (&) +2(ar+ by +.) + (ax + by +.)=0, 


(:) J'ai indiqué, dans les Comptes rendus (11 mars 1895), le résultat de cette 
discussion qui n’a, je crois, jamais été faite. 
q »J »J 
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où les termes, non écrits dans les parenthèses, sont de degrés su- 
périeurs au premier. L’équation aux coefficients angulaires des 
tangentes aux courbes intégrales passant à l’origine est ici 


(7) (a+ bt)(+o(ai+ bit)t + a+ bit = 0. 


Des circonstances différentes se présenteront suivant la nature 
des racines de cette équation du troisième degré; les racines réelles 
seules seront ici intéressantes, et à une racine réelle #4 correspon- 
dront, pour l'équation, une seule intégrale ou une infinité d’in- 
tégrales suivant que l’équation différentielle en £, proposée de la 
transformée en posant y — {x, aura une intégrale ou une infinité 
d’intégrales prenant pour æ — o la valeur #,. 

L'équation (7) se retrouve en faisant dans l’équation y — tx. 


Résolvant d’abord, on a 
dy __—(ar+biy+...)+ Viaix + by +...) — (ax + by +..,) (arr D2Y +...) 
1ÉDTE AZ + by +... 


et, par suite, 


LU —t(a+bt)—(a+bit) +x( Var bi (act bo) te ) 
SOA TE a+bt+x( ) Ë 


en marquant par les parenthèses des séries entières en x et t. 
Pour + — 0, le second membre se réduit à 


—t(a+bt)—(ai+bit)Eÿ(ai+ bit} —(a + dt) (a+ bot) 
a + bt 


En égalant cette expression à zéro, on retrouve l'équation (7) 


PORN 4 A à = «a 
du troisième degré, après suppression de la racine { — — . 


On pourrait avoir à craindre, pour l'équation différentielle en LA 
Ê ÎLE ; a Ma - 
quelque difficulté à cause de cette racine 1 = — g distincte, nous 


le supposons, des racines de l’équation (5). Le second membre 
de cette équation se présente en effet sous forme indéterminée 
pour 


du moins pour une des déterminations du radical. Ne pourrait-il 


pas ÿ avoir alors une intégrale # de l'équation tendant vers — . 
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quand x tend vers zéro? Pour voir que la chose est impossible, 
il suffira de considérer, dans l'équation différentielle proposée 
æ comme fonclion de y et posant x — t'y, on aura une équa- 
tion différentielle entre y et #', et cette équation ne pourra 


: De ; b , 
avoir une intégrale £/ tendant vers — quand y tend vers zéro, 


car 1l n’y a plus ici aucune difficulté puisque ab, — ab 0. 

Les courbes d’intégrales que nous venons d’étudier étaient 
supposées avoir une tangente à l’origine. Peut-il exister d’autres 
intégrales? Telle est la question qui doit maintenant nous occu- 
per. Il est d’ailleurs entendu que nous restons dans le cas général 
et que nous ne supposons remplie aucune condition particulière 
d'égalité entre les divers coefficients. 

Outre l'équation (7), nous aurons encore à considérer l’équation 


(8) (are br (av bt) (as brt)—0, 

correspondant aux directions qui donnent une racine double 
dy 

pour 


12. Supposons d’abord que l'équation (8) ait ses racines ima- 
ginaires. En se servant des coordonnées polaires, l'équation de la 


courbe devient 


sin 0 do + p cos0 dû 


cos0 do — 9 sin0 dû 


— (a; cos0 + D; sin 0) + p( VE Va: cos0 + 0, sin0)?—(acos0+ bsin0)(as cosô+b,sin4)+5( ) 


acos6 + b'sin0+p( ) 


que nous écrirons sous la forme 


(9) POEMOCETTOETOEL 
en posant 
f(8) = —sin0(a cos0 + b sin0) — cosÜ (as cos8 + D; sin0) 


+ cosô V{ai cos + bisin 0)2— (acos0 + b sin0) (a: cos0 + D: sinÜ), 


les coefficients de p, qui sont marqués dans l’équation (9) par des 
parenthèses, sont des séries ordonnées suivant les puissances de p 
et convergentes quel que soit 0; nous nous appuyons pour ce der- 
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nier point sur ce que l'équation (8) a ses racines imaginaires, d’où 
il résulte que l’expression 


(a cos0 + bi sin0)?— (a cos0 + D sin0) (a; cos0 + b, sin0) 


ne peut s'annuler. Les racines de l'équation (7) correspondent 
aux racines de l’équation 


J(8)= 0, 


et 1l est entendu, une fois pour toutes, que, parmi ces racines, 
nous ne comptons pas la racine, sans intérêt pour nous d’après 
une remarque du paragraphe précédent, répondant à 


a cos0 + bsin0 — o. 


Il résulte de la forme de l'équation (9) que, partant d’une va- 
leur initiale (po, 0) avec une détermination fixée pour le radical 
qui figure dans f (0), nous pourrons toujours faire varier 0 dans 
le même sens (*), les seules valeurs de 8 appelant l'attention étant 


(*) Sil’on veut développer davantage ce point, on peut raisonner de la manière 
suivante. Il pourrait se faire que le rayon vecteur changeât de sens de rotation, 
si l’on arrivait à un point (x,y) de la courbe intégrale telle que la tangente en ce 
point passe à l’origine. Or le lieu des points des courbes intégrales pour lesquels 
la tangente passe à l’origine est la courbe que l’on obtient en remplaçant dans 


l'équation différentielle 2 par Z. Cette courbe à un point triple à l’origine, les 
tangentes correspondant aux directions données par l’équation (7). En coordon- 
nées polaires, cette courbe a pour équation le coefficient de dp dans (9), c’est- 


à-dire 
CHU à HOT SET 


On pourrait craindre qu’une intégrale eût, sur une branche de la courbe pré- 
cédente, une infinité de points dans le voisinage de l'origine, pour lesquels la 
tangente à l’intégrale passerait à l’origine. Dans ce cas, il ne serait plus permis 
d'affirmer que, si près de l’origine qu’on considère l'intégrale, le rayon vecteur 
marche toujours dans le même sens. Pour démontrer qu’il n’en peut être ainsi, 
remarquons qu'il y à une courbe intégrale tangente à l’origine à la branche con- 
sidérée de la courbe (L); nous pouvons supposer, en effectuant préalablement 
un changement de variable, que cette courbe intégrale est l’axe des x. Pour une 
détermination convenable du radical, f (0) s’annulera pour 8 = 0, et l'équation 
différentielle devant être satisfaite pour 0 — o, quel que soit pe, le second terme 
dans (L) s’annulera pour 0 = o, quel que soit e. Il en résulte que, dans le voi- 
sinage de 8 — o, l'équation différentielle peut prendre la forme 


[IH )]dp=p[?(8)+p( )]d0, 


la quantité représentée dans le premier membre par une parenthèse s’annulant 
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les racines de f(0)—0o. Si, 0 arrivant à une telle racine (,, s prend 
la valeur zéro, nous serons dans le cas étudié d’une courbe ayant 
une tangente déterminée à l’origine. 

S1 p ne prend pas la valeur de zéro, le point ne présente rien 
de particulier pour nous. On pourrait encore & priori faire l’hy- 
pothèse que, À tendant vers 04, o ne tend vers aucune limite, mais 
oscille entre zéro et une autre valeur, mais on voit de suite que 
cela est impossible. 


Nous venons de voir que l’on pourra toujours suivre une courbe 
intégrale en faisant varier à dans le même sens, tant que l’on n’aura 
pas atteint l’origine. On peut donc penser qu’il est possible d’a- 
voir une intégrale ayant la forme d’une spirale; nous allons voir 
qu'il n’en est rien. 

L’équation (5) ayant au moins une racine réelle, 1l y aura tou- 
jours une courbe intégrale correspondant à l'intégrale holomorphe 
de l'équation différentielle, qui passera par l’origine. (Nous nous 
placons toujours dans le cas général où il n’y a aucune relation 
particulière d'égalité entre les coefficients.) 

Soit C celte courbe; concevons une autre courbe intégrale FT, 
rencontrant en » la première et passant à l’origine ou s’en rap- 
_prochant indéfiniment. En suivant T, nous pourrons arriver au 
point O, 4 marchant toujours dans le même sens. Cherchons si F 
peut rencontrer C en un second point m/ qui sera nécessairement(!) 
situé sur C de l’autre côté que m par rapport à O. En m l'équa- 


È FETE à d ë 
tion différentielle donne pour SL deux valeurs; l’une convient 


à C, l’autre à T. 


; , ÿ ; d' 
Sous le radical qui figure dans l'expression de _ se trouve 


pour p = Ô = o. Si maintenant on suit une intégrale à partir d’une détermination 
initiale (0,, p,), 4, et p, désignant des quantités positives très petites, et que 8 
commence par décroîitre, il continuera nécessairement à décroître jusqu’à 8 — 0, 
car le multiplicateur de dp ne s’annule que pour 8 = o. Ce sera pour cette der- 
nière valeur que p s’annulera si la courbe se rapproche indéfiniment de l’origine; 
il est clair que &(o) sera alors nécessairement positif. 

_Les considérations précédentes un peu développées permettraient même d’é- 
viter la discussion que nous faisons ensuite dans le texte, mais l’étude directe 
fait pénétrer davantage dans la question. 

() Dans le cas contraire, 0 aurait dù rétrograder à un certain moment. 
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une expression toujours positive. Les points met m/ sont de part 
et d’autre de O et très voisins. Supposons qu'en m ce soit la dé- 


termination positive du radical qui convienne à F', le coefficient 
angulaire de la tangente à T en m est 


(are + bi y ENV aie 6 EE 
AZ + by +... 


(E) 


tandis que, pour C, il faudra mettre le signe moins devant le ra- 
dical. Suivons maintenant (x, y) sur T de m en m/; le radical 
gardera toujours le même signe, en ”/ et m” les coordonnées x 


. an . 4 
et y sont respectivement de signes contraires, les rapports # 


ayant, à très peu près, la même valeur. Il en résulte qu’en sui- 
vant T'nous trouvons en m’ une valeur de E très voisine de la 


dy : À ue 
valeur de 7 en M pour la courbe C et, par suite, très voisine de 


d A e LT a 
celle de 7 en m' pour la même courbe C. Mais, en m!, l'équa- 


dx 
É : : ue d 
uon différentielle donne deux valeurs différentes pour 3 les 


deux valeurs, que nous avons trouvées peu différentes, sont donc 
rigoureusement égales, et, par suite, la tangente en »/ à la courbe C 
coïncide avec la tangente à T : les deux courbes C et T coïncide 
raient donc, ce qui est absurde. La courbe T ne peut donc ren- 
contrer C en aucun autre point que O (en dehors de m), et elle 
arrive par suite en © avec une tangente déterminée, rentrant 
ainsi dans la classe d’intégrales dont nous avons fait l'étude. Notre 
conclusion est donc que toutes les courbes intégrales cherchées 
ont à l’origine une tangente déterminée. 
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13. Examinons maintenant le cas où l’équation (8) a ses ra- 


, , L. i VY , 
cines réelles. En écrivant que les deux valeurs de ne données par 


l'équation différentielle sont égales, on obtient une courbe ayant 
un point double à l’origine avec tangentes distinctes. On peut 
faire un changement de variables tel que les deux branches de la 
courbe coïncident avec Ox et Oy; nous allons nous placer dans 
celte hypothèse. Les axes de coordonnées sont alors (Chap. I, 
$ 2) le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales, 
et celles-ci, avant d'atteindre l’origine, resteront dans un même 
quadrant que nous pouvons supposer être le premier. Quand on 
suit une courbe intégrale, le rayon vecteur marche toujours dans 
le même sens, sauf pour les positions Ox et Oy où change le sens 
du mouvement; c’est ce qui résulte de ce que la seule irrationnelle 
figurant dans l'équation est Le radical 


P(0) = ÿ{a cos0 + b; sin0}?— (a cos0 + 0 sin0) (a cos0 + b, sinb), 


qui d’ailleurs ici se réduit à ÿ/cos4 sin6 d’après nos hypothèses. Le 
signe de ce radical sera à changer quand 4 arrivera à zéro ou à —- 


Remarquons encore que toute racine réelle + de l'équation (7) 
satisfait à l'inégalité 
(a+ bit} —(a+br)(as+ bit) > 0, 
comme on le conclut de suite de l’équation 
(a+ br)r?+o(ai+ bir)t + a+ bat = 0. 


Il en résulte qu'il y aura, au moins dans le premier quadrant, 
une courbe intégrale avec une tangente déterminée. 


Fig. 8. 


Nous pouvons maintenant chercher à suivre une courbe inté- 
grale qui tendrait vers l’origine. Soit C (fig. 8) une intégrale 
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ayant une tangente déterminée à l’origine; suivons une autre 
intégrale let supposons que, en suivant la courbe en allant 
vers l’origine, À aille d’abord en croissant. Il pourra arriver que 


, . TG 
e tende vers zéro pour une valeur de 0 moindre que =» et alors nous 
aurons une branche de courbe avec une tangente déterminée. 
{ À À VTT 
Dans le cas contraire 8 pourra croître jusqu’à 2 et la courbe T 


aura un point de rebroussement & sur l’axe des y: Il faut alors 
faire décroître 4. Deux cas pourront alors se rencontrer : ou bien 
e prendra la valeur zéro pour une certaine valeur de 6 comprise 


T s V4 
entre — et 0, et alors nous aurons une courbe intégrale avec une 


tangente déterminée; ou bien 0 pourra atteindre la valeur zéro et 
on aura en à sur O x un second point de rebroussement. Dans ce 
cas, 1l y aura certainement un point mn de rencontre de CetdeF, 


et pour la branche ab deT le radical W/P(4) aura un certain signe. 
Continuons à décrire T; ou bien la courbe intégrale arrivera à 
l’origine avec une tangente déterminée, ou bien 1 pourra aller 


Ê LIT . . . . £ 
usqu'à —; mais alors il y aurait un second point de rencontre m! 
à J 


de F avec C. Pour Ja branche bm!, le radical VP(6) a dans l’équa- 
uon différentielle un autre signe que pour la branche bm. Or, 


’ =” La , . d 
en m, l’équation différentielle donne deux valeurs de = corres- 


pondant aux deux courbes intégrales passant en m; ces valeurs 
correspondent aux deux signes du radical. L’une correspond à C, 
l’autre à l, mais en m et m/ les coefficients angulaires de la tan- 
gente à C sont très peu différents. Il s'ensuit que le coefficient 
angulaire de la tangente en m/! à F coïncide avec le coefficient 
angulaire de la tangente à C (puisqu’en m ils étaient distincts, 
et que le signe du radical a changé en b). Nous arrivons donc à 
une contradiction qui établit l’impossibilité du second point de 
rencontre 7n', à moins que ce dernier ne coïncide avec l’origine. 
Nous avons donc dans tous les cas la conclusion suivante : 


Toutes les courbes intégrales passant à l’origine ou s’en 
rapprochant indéfiniment, arrivent nécessairement en ce point 
avec une tangente déterminée. 


L'étude de ces courbes se fera donc sans difficulté, pour le cas 


J 
N 
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général, en appliquant les considérations développées dans la 
Section Î. 


14. Nous allons appliquer les généralités précédentes à un 
problème intéressant de Géométrie, celui des lignes de courbure 
passant par un ombilic (!). 

Supposons que l’ombilic soit à l’origine, et prenons le déve- 
loppement de 3 sous la forme 


2 (Ty?) + f(ari + 30xty + cry + dy) +..., 
nous aurons 
DRE (ar? 2 xy CAE, 
g=#Y + br +ocry +dy?) +. 
r=k +axz+by+... 


CE br + cy +... 
tk + CT + dy +... 


L’équation différentielle de la projection des lignes de courbure 
est, comme on sait, 


dy \? : 
(5) [G+g?)s— pgt] 
ÉPTRE 2)r—(1+p?)t|—{[G+p)s—pqr|—=o 
D dome (+ p 1+p?)s—pqr]=0. 
En substituant les valeurs précédentes, on a 


dy 


dx 


2 A 
) Trend ee où 


dx 


(bm+ ep +...) ( 


en posant 
2f=a4—C, 28 —=0b—d. 


L'équation (7) aux coefficients angulaires des tangentes aux courbes 
intégrales est 1c1 


(b+ct)(t—1)+2(f + gt)t=0, 


et elle aura évidemment, suivant les cas, une ou trois racines 


(*) M. Cayley a fait le premier l’étude des lignes de courbure passant par 
un ombilic, sans la rattacher d’ailleurs à aucune théorie générale (voir CAYLEY, 
Mathematical Papers, t. V, p. 119). 
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réelles. Quant à l'équation (8) du second degré en t, elle se 
réduit à 

+ gt}+(b + ct} = 0, 
et a, par suile, ses racines imaginaires. En posant y — Lx, nous 
avons l'équation en #, où nous n’écrivons pas dans le second 
membre les termes en x inutiles pour la discussion 


QU —Ub+en—-(f+gt)+ VO + gt" +(b Hot, 
dei b + ct 

Nous savons que le second membre s’annule pour trois valeurs 

de £ qui sont les racines de l'équation du troisième degré écrite 

ci-dessus. Soit & une racine de cette équation, il faut trouver le 

signe de la dérivée du second membre de l'équation précédente 

pour { — «. Ïl suffit de prendre la dérivée du numérateur et de la 


diviser par b ct et comme on a 
LE VF + ga) +(b + cap = a(b+ca)+f+ga, 
on trouve d’abord, après avoir ainsi fait disparaitre le radical, 


—2a(ca+g)+c(a?+i) 
2[a(b+ca)+f+ga] ? 


et, après quelques transformations, en tenant compte de l’équa- 
Uon du troisième degré que vérifie «, 


2C48— (29 +b)a?—b 
(+1)(b+ca) 


Si celte expression est positive, il y à une infinité d’intégrales 
tangentes à la droite y — 4x; il n’y en a qu'une, si elle est néga- 
uve. Les deux circonstances sont possibles, car cette expression 
ne contient pas f qui figure dans l'équation du troisième degré. 

Il ya donc, suivant ies cas, une seule ligne de courbure où 
une infinité de lignes de courbure passant par un ombilic et 
ayant pour tangente une des directions données par l'équation du 
troisième degré. 


15. Un cas parüuculier très simple est celui où l’on aurait 
b—=0o. 
L'équation du troisième degré est alors 


CE(E—1)+2(f+ gé)t = 0. 
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Nous avons donc la racine & — 0, et l'expression correspondante, 
dont le signe est à rechercher, se réduit à 


He Es 
2f 
Supposons, par exemple, que 
C 
san 
Nous aurons une seule intégrale tangente à la droite y — 0; si, de 
plus, comme il est possible, l'équation 


LACS PA 


c(t—1)+o(f+gt)=0o 


a ses racines imaginaires, nous aurons un exemple d’un ombilic 
par lequel passe une seule ligne de courbure. 

Ces conditions se trouvent vérifiées pour une surface du second 
degré. On reconnaît aisément que. en prenant pour plan des 3x 
8 que, P P P | 
le plan principal passant par l’ombilic, l'équation de la surface 

peut s’écrire 
3+A(x?+ y?) + A"27+92B"zx7 = 0, 


et l’on a, par suite, un développement de la forme 
>| ) PP 


à | I 
3 = -(2x?+ y?) + (ar + axy?) +.... 


2 


On a donc 
RE TU AE O, 
[42 
Ci En 
9 
et, par suite, 
a 
TEL AIO 
d 


; c Ë à A, : 

On a bien 5f 1 et l'équation aux coefficients angulaires des 
tangentes se réduit à 
CALE) =Y0, 


Il ne passe donc par un ombilic d’une quadrique qu’une seule 
ligne de courbure réelle, résultat d’ailleurs bien connu. 
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CHAPITRE X. 


SUR LA FORME DES COURBES SATISFAISANT A UNE 
ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE ET 
DU PREMIER DEGRÉ (:). 


I. — Étude des points à l'infini; relation entre les nombres 
des divers points singuliers. 


1. Après avoir fait l'étude des points singuliers d’une courbe 
définie par une équation différentielle du premier ordre et du 
premier degré (Sect. I, Chap. XI), cherchons à nous rendre 
compte de la forme des courbes définies par une telle équation. 
Reprenons donc l'équation 


où X et Ÿ sont des polynômes en x et y. Nous désignerons d’une 
manière générale, sous le nom de caractéristiques, les courbes 
que nous avons appelées jusqu'ici courbes intégrales de cette 
équation différentielle. 

Nous n'avons Jusqu'ici considéré que les points à distance finie. 
Pour discuter plus facilement les formes des caractéristiques à 
l'infini, nous projetterons ces courbes sur une sphère, en plaçant 
le point de vue au centre de la sphère. En joignant le point (x, y) 
du plan au point de vue, on a une droite qui rencontre la sphère 


(*) Nous suivons dans ce Chapitre le beau Mémoire de M. Poincaré [| Sur Les 
courbes définies par les équations différentielles (Journal de Liouville, 188: et 
1882)], en cherchant surtout à mettre en évidence les points les plus intéressants 
relatifs au côté qualitatif de la question. 
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en deux points. En supposant la sphère partagée en deux hémi- 
sphères par un plan diamétral P, parallèle au plan (x, y), l’un de 
ces points sera situé dans le premier hémisphère, l’autre dans le 
second. Les points à l'infini du plan (x,y) correspondront à la 
circonférence E, intersection de la sphère et du plan P; nous 
appellerons E l'équateur. 

Nous appellerons cycle sur la sphère une courbe telle qu'on 
revienne au point de départ après en avoir parcouru un arc fini. 
Nous ne considérerons que des cycles analytiques ; nous entendons 
par là des cycles formés d’arcs réguliers de lignes analytiques 
(vor t. II, p. 269, pour la définition des arcs analytiques). 

… Une spirale sur la sphère sera une courbe qui coupe un cycle 
en un seul point; telle est, par exemple, la loxodromie qui coupe 
les parallèles en un seul point. 

Si l’on considère les deux portions d’une même caractéristique 
qui se trouvent de part et d'autre d’un de ses points, on aura 
divisé cette caractéristique (à moins qu'elle ne soit un cycle) en 
deux demi-caractéristiques distinctes. 


2. Dans l'équation 
dar dy 


DENON 
nous supposerons X et Ÿ de même degré m et, de plus, aucune 
circonstance spéciale ne se présente relativement aux points sin- 
guliers, c’est-à-dire que ceux-ci se réduisent à des foyers, des 
nœuds et des cols. 

Pour étudier les points à l'infini, on pose, s'il s’agit d'un point 
non situé sur le grand cercle qui correspond à x — 0, 


Li 3 J — 


. 
2? 


A 
DRE 


et l’on a ainsi, pour le point considéré, 3 — 0, £ étant égale à une 
quantité fince. | 

S1 l’on veut considérer le point à l'infini situé sur le grand 
cercle x — 0, on posera 


ù 


3. Nous avons fait précédemment l'étude des points singuliers, 
P.— III. 16 
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qui sont à l'intersection des deux courbes 
NE 0! V0. 
Nous n'avons considéré que les points d’intersection à distance 
finie. Si les deux courbes précédentes se coupent en un point 


situé sur l’équateur, soit, par exemple, en un point non situé sur 
æ = 0, l'équation devient, en posant 


I l 
An LUS > Age 
(3— 0, t— 0 correspondant au point considéré à linfini), 
— dz zdt—tdz 


(9 
EUR T 


ou 
dz(tXi—Y1) = dtzX:, 
LT ON D'ORUAE LT VA CEE 
en posant x (2, = 5e, Y(2 =. On aura, 
AATA Z AO TTA zm 


d’après l'hypothèse que 3 = 0, { — x correspond à un point de 


rencontre, 
X1(&,0)= 0, Na (ENO)ES"0. 


4. Je dis d’abord que tout système de caractéristiques admet 
des points singuliers. Le seul cas, où l'affirmation précédente est 
douteuse, est celui où les courbes X — 0, Ÿ — 0 ne se rencon- 
treraient qu’à l'infini ou ne se couperaient en aucun point. Dans 
le premier cas, il résulte immédiatement de ce que nous avons dit 
au paragraphe précédent qu'un point de rencontre ({=4,z=o) 
est un point singulier, car pour ce point 


S ASS 0, tXi— Y1= 0, 


et, par suite, les dénominateurs de l’équation 


dz dt 
D NAME 
s’annulent pour £ = &, 3 — 0. 
Considérons donc le cas où les deux courbes X—=0o, Y—=0o 
n'auraient aucun point commun, le degré m de X et Y est alors 
pair évidemment. 
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En désignant par X: et Y, les termes du degré le plus élevé en 
æ el y dans X et Y, nous devons supposer que l’on n’a pas iden- 


Uquement 
TY2— y X 10: 


cette identité est, en effet, incompatible avec nos hypothèses. Car, 


si l’on avait 

T Ya = y X», 

X, serait divisible par æ et Y, par y. Soit 
X2 = æX;3, Yo= y V3. 


on déduit de l'identité ci-dessus 
NÉE PE 


X; est une fonction homogène et de degré impair; donc elle 
nf 


Came (6 0 


s’annule, soit pour x = o, soit pour une certaine valeur 


On aurait donc 


449 — V0. 


soit pour + — 0, soit pour À 4, C'est-à-dire que les courbes 

X = 0, Ÿ — 0 se couperaient en un point de l’équateur. 
L'équation xX2 — y Y; — 0, étant de degré impair, a nécessaï- 

rement une racine réelle, que nous désignerons par &. Or, en 


posant, comme plus haut, 


1j 
Sn A at TEE. 
on voil que les équations 
zX1 = 0, EX; —Y,=0 


S'annuleront pour z — 0, € —%, car 4X, — Y, pour 3 — 0 se ré- 


duit à £X2(1, €) — Yo(r,e). 
9. Nous plaçant toujours dans le cas général, nous pouvons 


supposer que les courbes 
Aro. M0 


n'ont que des points simples de rencontre, et que ces points sont 
à distance finie. De plus, nous supposons que l’équation 


TY2— y Xo 20) 
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n’a que des racines simples. De cette façon, & = 4, 3 = 0 (au pa- 
ragraphe précédent) est une solution simple des deux équations 


ZA 0; tX3— Y, = 0. 


Dans ces conditions, tous les points singuliers (en dehors de 
l'équateur ou sur l'équateur) sont des points singuliers ordinaires 
du type de ceux que nous avons rencontrés dans la discussion du 
Chapitre précédent : foyers, cols ou nœuds, et exceptionnellement 
des centres (ceux-ci correspondant à des relations d'égalité). 

J'ajoute encore que l’équateur sera une caractéristique, 
comme il résulte de l’équation 


dz dt 
+2X Xi 

qui est vérifiée pour 3— 0. Il en résulte que tout point singulier 
situé sur l’équateur sera un nœud ou un col, car toutes les ca- 
ractéristiques, passant par un foyer, ont ce point comme point 
asymptote. 

Enfin, le nombre des points singuliers sur la sphère est épi- 
demment pair, puisque tout est symétrique par rapport au centre 


de la sphère. 


6. Considérons maintenant une courbe fermée tracée dans un 
hémisphère; il lui correspond une courbe fermée C dans le plan 
(æ,7). Formons l'intégrale 


nee TC à 


I = 
C 


que l’on prendra le long du contour C dans le sens positif. 
Comme nous l'avons vu (t. 1, p. 87), l'intégrale J représente la 
différence entre le nombre des racines communes aux équations 


Ne Ve 0, 
contenues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel 


OXEOY ES OX 


est positif, et celles pour lesquelles il est négatif. 
Si à l’intérieur de C il n’y a pas de point singulier, c’est-à-dire 
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de point pour lequel X — Y —0o, on aura évidemment J — o. 
Supposons qu'il y ait un point singulier à l’intérieur de C, et 
cherchons la valeur de J. Si ce point est à l’origine, on aura 


X=ax+by+..., 


Y=ax+by+...…. 
S1 on à 
ab'— ba > 0, 


on aura, d’après ce qui précède, J=71. Au contraire, si l’on a 


\ ab'— ba! 0, 
il viendra J — — 1. | 
Or, dans le premier cas [ab'— ba'= 0], les deux racines de 
l'équation en À 
A (a+ b')À + ab! — ba'=0 


seront de même signe ou imaginaires, et, par suite, le point sin- 
gulier sera un nœud ou un foyer. Si, au contraire, ab'— ba'<o, 
les deux racines seront réelles et de signes contraires, et nous 
aurons un col. En désignant donc respectivement par N, F, C 
les nombres des nœuds, des foyers et des cols contenus dans un 


contour F, on aura 
J=N+F—cC. 


On peut appeler J l'indice du cycle; il peut être encore défini 
de la manière suivante. En appelant p le nombre de fois que le 
quotient 


PA 


passe de + o à — quand le point (x,y) décrit l dans le sens 
positif, et par À le nombre de fois que ce quotient passe de — 
à + dans les mêmes conditions, on aura 


ARTE PA 


2 


7. En adoptant cette dernière définition, on peut parler de 
l'indice de l’équateur. Cet indice est le nombre précédent pour 
la fraction 
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quand on y pose x — rsinw, y—rsinv et qu'on fait varier w . 
de o à 27; ce sera donc l'indice de la fraction rationnelle 


ire, Yo(t,t) 
ee Xo(1,6) d 


pour £ variant de — œ à + , puisque tout est symétrique par 
rapport au centre de la sphère (worr, pour l'indice des fractions 
rationnelles, t. II, p. 187), et l’on peut évidemment aussi consi- 
dérer l’indice de l’équateur comme la limite de l'intégrale 


I PT PNAE VX 


PAF S, 


RE — 3 
2) TT 0/0 X2—+ Y2 


quand on pose x — r cos W, J —=/rSINv, 7 étant une constante 
qu’on fait grandir indéfiniment. 
Reprenons l'équation du $ 5 


Les valeurs de #4, intéressantes pour nous, sont les racines de 
l'équation 


(1) Yi(t,0) — 4 Xi(t,0) = 0, 


mais, puisqu'on a 
LOT ES 0) —= NEA 4e 
X1(8, 0) = X2(1,t), 


on peut écrire l'équation sous la forme 


Mur — Y(r,14)+EXo(1,0) 
dz X2(1,6) 


? 
et les racines de l'équation 
(2) Y2(1,4)—4X2(1,t4)—= 0 


correspondent à des nœuds ou des cols. Or, considérons l’expres- 
sion 
Yo(r, t) 


Xo(1, t) F ë 


et désignons par « et 8 le nombre de fois qu’elle passe du positif 


COURBES SATISFAISANT À UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. 235 


au négatif et du négatif au positif, quand £ varie de — 2 à +. 
Cette expression peut passer du positif au négatif, soit quand { ren- 
contre une racine de (2), et alors nous avons un nœud, soit quand 
elle devient infinie en passant de + œ à — æ; de même elle peut 
passer du négatif au positif, soit quand £ rencontre une racine 
de (2) correspondant à un col, soit quand elle devient infinie en 
passant de —o à +0. D'ailleurs, puisque pour {= + 00 l’ex- 
pression est négative, et positive pour £ — —@, On aura 


a— $ —1, 


et, par suite, si nous désignons par 2N' et 2 C' le nombre évi- 
demment pair (puisqu'il y a symétrie par rapport au centre de la 
sphère) des nœuds et des cols sur l’équateur, nous aurons 


L'indice de l'équateur est donc égal à 


re CO — N°. s 


8. En égalant les deux expressions trouvées dans les deux para- 
graphes précédents pour l'indice d’une courbe du premier hémi- 
sphère très voisine de l'équateur, nous aurons une relation entre 
les cols, les foyers et les nœuds sur la sphère. Nous appelons, 
comme ci-dessus, 2C/ et 2N’ les nombres des cols et des nœuds 
situés sur l’équateur. Désignons de même comme ci-dessus par 20, 
2 N, 2F les nombres évidemment pairs des cols, nœuds et foyers sur 
le reste de la sphère. Sur un hémisphère, les cols, nœuds et foyers 
sont en nombre respectivement égaux à C, N,F. On aura donc 


1+—C—N=N<+F—C, 
que nous écrirons 
2(N+N')+2F—=2(C+0C) + 2. 


On peut donc dire que, sur toute la sphère, le nombre des nœuds 
plus le nombre des foyers est égal au nombre des cols plus 
deux. 
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I]. — Remarques générales sur la forme des caractéristiques. 


9. Faisons d’abord une première remarque relative à la conti- 
nuation des intégrales. Quand on suit à parür d’un point une 
caractéristique, divers cas peuvent se présenter; 1l peut arriver 
que l’on arrive à un col ou un nœud (nous ne parlons pas des 
foyers auxquels on n'arrive pas puisque ce sont des points asym- 
ptotes). Quand on arrive à un col, on peut, soit suivre l'arc de 
courbe situé de l’autre côté du col et ayant la même tangente, 
soit prendre l’arc à droite ou l’are à gauche et nous ferons bientôt 
une hypothèse particulière à ce sujet. Pour les nœuds, les choses 
se présentent différemment et il faut nécessairement arréter la 
caractéristique à un nœud. Nous savons en effet que, moyennant 
une transformation convenable des variables, on peut mettre 
l'équation des caractéristiques sous la forme 


ee CON 


CG étant la constante arbitraire, et À une constante réelle positive. 
Considérons une caractéristique arrivant à l’origine: soit, par 
exemple, pour une valeur donnée de C, la branche parfaitement 
définie correspondant aux valeurs positives de æ obtenue en 
donnant à x? sa valeur arithmétique. Une fois arrivé à l’origine, 
nous n’avons plus aucune raison en général de suivre une courbe 
intégrale plutôt qu’une autre (sauf dans le cas particulier où À 
serait commensurable) et rnous arrétons alors l'intégrale à un 
nœud. 

Ceci posé, voici un premier théorème à peu près évident, mais 
fort important pour la suite. Je considère une demi-caractéris- 
uque C passant par un point non singulier A. Nous supposons 
qu'elle n’aille pas passer par un nœud, et nous allons montrer 
dans ces conditions que, sé cette demi-caractéristique ne coupe 
tout cycle analytique qu'en un nombre Jini de poihts, elle se 
réduit nécessairement à un cycle. 

Partageons la sphère, d’abord en deux calottes sphériques $, 
et 5° par un cycle analytique. Comme la caractéristique étudiée 
ne rencontre ce cycle qu’en un nombre fini de points, il arrivera 
un moment où elle restera toujours dans l’une des deux calottes 


VTT 


Fu 
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sphériques, soit S,. Celle-ci devra contenir À; sinon, nous la par- 
tagerions en un certain nombre de parties par des cycles, et il y 
en aurait nécessairement une dans laquelle la ligne resterait 
toujours, cela pour la même raison que plus haut; finalement, on 
arriverait à avoir des cycles de plus en plus petits, à l’intérieur 


desquels resterait toujours la caractéristique, cycles qu'on pourrait 


faire tendre vers zéro, et alors le point limite serait un foyer, ce 
qui est incompatible avec l’hypothèse que tout cycle ne coupe la 
courbe qu’en un nombre fini de points. Revenons donc à la calotte 
S, ; on la décomposera encore en deux parties, et la caractéris-— 
tique finira par rester dans l’une d'elles, celle qui contient À, 
comme le montre toujours le même raisonnement. Finalement 
nous aurons une série de cycles de plus en plus petits contenant À, 
à l’intérieur desquels restera la courbe; celle-ci va donc repasser 
par le point A, et nous avons bien un cycle, comme nous voulions 
lPétablir. 


10. Une considération d’une grande importance est celle du 
nombre des points où un arc de courbe donné sur la sphère 
touche une caractéristique, c’est-à-dire le nombre des contacts 
de cet arc. Pour un arc analytique régulier ou formé d’un nombre 
fini d’ares réguliers, le nombre des contacts sera nécessairement 
fini. Soit donné dans le plan un arc pris entre deux points A 
et B de la courbe représentée par l'équation 


F(ær,7)=—0; 


on cherchera les contacts de cet arc en écrivant qu'en un point 
(æ, y) de cette courbe, le coefficient angulaire de la tangente est 


d 


égal à la valeur de Y onnée par l’équation différentielle, d'où 


dx 
l’on conclut 


0y 

Les intersections des deux courbes précédentes comprises entre 
A et B donnent les contacts cherchés. Si les deux courbes étaient 
tangentes en un point, il y aurait plusieurs contacts confondus, 
et alors la caractéristique en ce point aurait un contact d’ordre 


supérieur avec l’arc donné. En tenant compte du degré de multi- 
plicité, on voit que les nombres des contacts d’un cycle sans 
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point anguleux et ne passant pas par un point singulier est 
toujours un nombre pair; c’est une conséquence immédiate de 
ce que deux courbes fermées de la sphère ont un nombre pair de 
points de rencontre. 

Si le cycle a un point anguleux, le résultat précédent ne sub- 
siste pas saris modification, car le point anguleux figure parmi les 
contacts. Nous supposons que le point anguleux est un point 
ordinaire pour l’équation. Deux cas peuvent se présenter : la carac- 
téristique passant par le point anguleux traverse ou non le cycle. 
Dans le premier cas, un cycle peu différent du cycle donné, mais 
sans point anguleux, n’aura pas de contact voisin du point an- 
guleux, et, par suite, pour le cycle donné, nous avons un contact 
de plus que pour le cycle auxiliaire ; la parité sera donc différente 
pour les deux cycles, et nous pouvons dire alors que le point 
anguleux change la parité du nombre des contacts. Dans le 
second cas, il y aura pour le cycle auxiliaire un contact voisin du 
point anguleux, et le point anguleux re change pas la parité du 
nombre des contacts. | | 


1PeSLT ST joint deux ponts À et B d’une caractéristique par 
un arc de courbe qui n’ait avec la caractéristique d’autre point 
commun que ses deux extrémités A.et B, l'arc de courbe etlare 
de caractéristique compris entre les deux points formeront par 
leur ensemble un cycle sphérique. Mais deux cas peuvent se pré- 
senter, el cette distinction est d’une grande importance. Zn pre- 
mier lieu, les deux branches de courbes formées par la caracté- 
ristique prolongée au delà de A et B sont’ toutes deux intérieures 
ou toutes deux extérieures au cycle formé par les deux arcs. Nous 
dirons dans ce cas que l’arc de courbe sous-tend l'are de caracté- 
ristique. £’n second lieu, les deux branches prolongées au delà 
de À et B sont l’une intérieure, l’autre extérieure au cycle formé 
par les deux arcs; nous dirons alors que l’arc de courbe sur-tend 
l’arc de caractéristique. , 

Ces définitions posées, considérons un arc de caractéristique 
ne passant par aucun point singulier et sous-tendu par un arc de 
courbe AB. | 

Nous allons montrer que le nombre des contacts de cet arc 
de courbe est impair. Supposons que l’are de courbe AB, supposé 
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analytique, soit représenté par l'équation 
F(æ,y)=o. 
On pourra définir l'arc de caractéristique par les deux équations 


dx dy ner, 


ANR dise 
et, puisqu'il ne passe par aucun point singulier, on peut admettre 
qu’on va de À en B sur la caractéristique, en faisant varier £ de to 
à ti(to < t). Puisque l’arc AB de la courbe F sous-tend la carac- 
téristique, la fonction 
Kris 


quand on substitue les expressions des coordonnées x et y de la 
caractéristique, passera d’un signe à un autre, par exemple du 
positif au négatif, quand £ passera par to, et du négatif au positif 
quand t passera par #,; la dérivée de F(x,y) par rapport at: 
c’est-à-dire | 

RD v ee 

0x dy 

sera donc négative au point À et positive au point B. Faisons 
maintenant décrire à (x, y) l'arc AB de F; l'expression précédente 
s’annulera un nombre impair de fois, et, par suite, le nombre des 
contacts de l’arc est impair. 


12. Dans le théorème précédent, l'arc de caractéristique ne 
passait par aucun point singulier, car un point singulier ne peut 
être atteint que pour é —, et nous n'avons plus alors de démon- 
stration. On peut présenter autrement la démonstration du théo- 
rème précédent, en supposant alors que la fonction F(x,7) n'est 
pas seulement définie dans le voisinage de l’are sous-tendant AB, 
mais pour tous les points à l’intérieur du cycle formé par cet 
arc et la caractéristique. Il résulte, en effet, de ce que nous avons 
dit plus haut que la fonction 


F(x,7) 


s’'annulant en À et B, et passant, quand (x, y) décrit la caracté- 
ristique, du positif au négatif en À et du négatif au positif en B, 
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passera sur l'arc de caractéristique par un nombre impair de 
maxima ou de minima. Or, pour ces maxima ou minima, On à 


; _0F 0F 
(3) F2 EE 


c'est-à-dire que cette dernière courbe coupe l'arc de caractéris- 
uque en un nombre impair de points. Or cette courbe est analy- 
tique ; elle coupe donc le cycle formé par la caractéristique et l’arc 
sous-tendant, lui-même analytique, en un nombre pair de points. 
IL faut donc que les contacts sur l’arc sous-tendant soient en 
nombre impair; c’est le théorème du paragraphe précédent. Dans 
le raisonnement précédent, on a supposé que les points de ren- 
contre de la courbe (3) avec le cycle étaient des points simples 
correspondant à des contacts. Le cas où la caractéristique passerait 
par un col demande un examen particulier, car la courbe (3) passe 
en ce point. Si la caractéristique, arrivée en un col, continue par 
la courbe ayant même tangente, la courbe (3) traversera au col 
la caractéristique; la courbe F(z,y)=F(x, Jo), en désignant 
par (Zo, Jo) les coordonnées du col, traversera aussi en général 
la caractéristique, et la fonction F n’aura au col ni maximum, ni 
minimum; un point est donc à défalquer dans l’énumération des 
contacts, et nous avons alors un nombre pair pour les contacts 
de l’arc sous-tendant. 

Supposons, au contraire, que la caractéristique arrivée à un 
col soit considérée comme se continuant par un arc n'ayant pas 
même tangente. Étudions la disposition de la courbe (3), dela 
courbe F = F, et du cycle dans le voisinage du col (To: Yo); 
nous pouvons supposer (%o — 0, yo — ©) et que de plus 


DU EE 


M MES 


À étant négatif. Le cycle est formé d’une courbe tangente à Ox 
et d’une courbe tangente à Oy. La courbe F—F, à pour tangente 


la droite 
AT EP y 0 


en posant F—F,+ax+A8y+..., et la courbe (3) a pour. 


tangente 
ax + ÀBy = 0. 


LIL TEE 
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Ces deux dernières droites ne sont pas dans le même quadrant. 
Si la courbe F —F, traverse le cycle au col, la courbe (3) ne le 
traversera pas; nous aurons alors au col deux points de rencontre 
de (3) avec le cycle, et 1l n’y aura ni maximum ni minimum pour 
F. Au contraire, si (3) traverse le cycle, nous ne devons plus 
compter le col que pour un point de rencontre ; mais il y a alors 
maximum ou minimum pour F, puisque alors la courbe FF 
ne traverse pas le cycle. Dans les deux cas, la conclusion est la 
même pour ce qui concerne la parité du nombre dés contacts; 101, 
comme au paragraphe précédent, le nombre des contacts de l’arc 
sous-tendant sera un nombre impair. 


13. Dorénavant, quand nous suivrons une caractéristique, 2OUS 
prendrons pour son prolongement, st nous rencontrons un col, 
un arc de caractéristique n'ayant pas même tangente au col. 
Ce prolongement pourra nécessairement alors se faire de deux 
manières différentes, car on peut prendre l’arc de droite ou Farc 
de gauche par rapport à celui que l’on suivait d’abord. Cette façon 
de procéder peut paraître au premier abord singulière ; il pourrait 
sembler plus naturel de suivre l'arc ayant même tangente, ce qui 
ne donnerait lieu d’ailleurs à aucune indétermination; mais alors 
nous n’aurions plus un nombre impair de contacts pour un arc 
sous-tendant, et l’on ne peut arriver à quelques résultats généraux 
que moyennant celte condition. 

On peut démontrer, pour les arcs qui sur-tendent un arc de 
caractéristique, un théorème analogue à celui des & 11 et 12. 
Seulement, le nombre des contacts sera pair. 


A4. Parmi les arcs analytiques tracés sur la sphère, les arcs 
sans contact présentent un intérêt particulier. Considérons un 
arc sans contact ADB, et soit M, un point de cet arc; par ce point 
passe une caractéristique que nous suivons dans un certain sens, 
et supposons qu’en la suivant ainsi nous rencontrions une nou- 
velle fois l’are ADB au point M,. On remarquera d’abord que 
l'arc M,M, sur-tend l’arc de caractéristique M, CM,, car, s'il le 
sous-tendait, il y aurait un nombre impair de contacts sur l'arc 
M,DM,, un au moins, par conséquent; ce qui est impossible, 
puisqu'il est sans contact. Ensuite, si l’on continue à suivre l’arc 


242 CHAPITRE X. 


M,CM,, de caractéristique, je dis qu’on ne rencontrera plus 
l'arc M,DM,; car, si l’on avait l’arc M; FM, il serait nécessaire- 
ment sous-tendu par M, M;, ce qui ne se peut. 

Ceci posé, soit N, un point voisin de M, et à gauche de M,M, 
sur l'arc AB (3.9); par le point N, passe un arc de caractéristique 


voisin du premier. Il viendra rencontrer AB en un point N, à 
gauche de M,, car, dans le cas contraire, il devrait rencontrer 
MQCM,. Si donc nous considérons le cycle N,C/N, DM, N,, ce 
cycle ne rencontre la caractéristique M,CM, qu’en un seul point 
M0: après nos définitions du début, la caractéristique considérée 
est une spirale. 


15. De ce résultat nous allons déduire une proposition extré- 
mement intéressante relativement à la nature des caractéristiques. 
Envisageons une caractéristique de la nature de celle que nous 
étudions, c’est-à-dire qui, prolongée indéfiniment, n’aboutisse pas 
à un nœud. Cette caractéristique pourra être une spirale. Dans le 
cas contraire, elle rencontrera au moins un cycle analytique en 
une infinité de points, d’après le théorème du $ 9. Un tel cycle 
se composera d’un nombre fini d'arcs sans contact. Un de ces ares 
AB au moins est rencontré une infinité de fois par notre caracté- 
rislique ; en suivant la caractéristique à partir d’un premier point 
de rencontre M, avec AB, on en rencontre nécessairement un 
second M, et les conclusions du paragraphe précédent sont appli- 
cables. La caractéristique est donc une spirale. Nous arrivons donc 
à la conclusion suivante : 


Toute caractéristique n'aboutissant pas à un nœud est un 
cycle ou une spirale. 
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Cette proposition nous donne déjà un renseignement précis 
sur la forme des courbes caractéristiques. Avant de continuer 
cette étude, revenons à l’équation différenuelle et cherchons si 


nous ne pourrions pas obtenir quelque représentation analytique 
de l'intégrale. 


III. — Quelques représentations analytiques des intégrales. 


16. Les remarques qui vont suivre s'appliquent à un svstème 
ppuq à: 
d’un nombre quelconque d'équations; prenons un système de p 


équations 
dr; dr dE 


Re ON 
MAX. X54 
où nous supposons que les X sont des polynômes de degré m 
en Z4, ---, &); de plus, les termes du plus haut degré dans 
ces polynômes n’ont pas de facteur commun. 
M. Poincaré a indiqué un développement des intégrales de ces 
équations. Nous considérerons le système 
dr; X; : ) 
= — F F F == (1 22 CCI 
dt 14 X?+ X2—+...+ X? a RU ET 


et nous allons chercher à obtenir un développement des æ consi- 
dérés comme fonction de £. Quand les x sont réels, les modules 
des seconds membres des équations précédentes sont moindres 
I . 
que -+ Soit 
52 
DR PT Un 


un système quelconque de valeurs réelles des x; on peut, autour 
de ces points, dans les plans respectifs des variables complexes 
Li, Lo, +, &p; décrire des cercles de rayon p tels que dans ces 


cercles on ait 
X; 


RAI CAS 


Sir 


dr. tte | : 
Ce rayon 9 a un minimum qui n'est pas nul, quelles que puis- 
sent être les quantités réelles x}. La difficulté pourrait provenir 
du cas où un ou plusieurs des x? serait très grand. Soit, par 
exemple, x° la plus grande des quantités +?, nous poserons 
L CA Mb 
2 — —;)9 


RAT ET Ta ] QEELEE ln — 
1 x! x L 
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x! sera très petit, et les y de modules moindres que un. Or, en 
substituant ces valeurs dans l’inégalité ci-dessus, on voit qu’elle 
sera certainement vérifiée pour x’ suffisamment petit, quels que 
soient les y entre — 1 et +1 (en tenant compte de l’hypothèse 
faite sur les termes du plus haut degré des X) et, par suite, nous 
pourrons toujours tracer dans le plan des x les cercles de rayon 
fixe o, de façon à avoir l'inégalité mdiquée. 

Ceci posé, nous allons montrer que les x, intégrales de l’équa- 
uon différentielle, sont des fonctions holomorphes de la variable 
complexe t dans une bande parallèle à l’axe réel, ayant cet 
axe comme médiane et une épaisseur 29. Il suffit pour cela 
de nous reporter au théorème général relatif à l’existence des 
intégrales; en employant les notations du Tome IL (p. 312) et 
de ce Tome (p. 91), le rayon de convergence assurée est la plus 


petite des deux quantités 


Nous n’avons pas ici à considérer le nombre «a, puisque les 
seconds membres ne dépendent pas de £. Nous avons d’autre part 
b—5, M—1, et par suite les développements s’effectueront de 
proche en proche, en partant d’un système de valeurs initiales 
réelles et en faisant décrire à & l’axe réel, à l’aide de cercles 
de rayon 0; ceci revient à dire, comme nous l'avons énoncé, 
que les intégrales sont holomorphes dans une bande d’épais- 


seur 2 CE 


IL est alors facile d'obtenir des développements en séries. Il 
suffit de faire la représentation conforme de la bande sur un 
cercle de rayon un ; on l’obtiendra en posant 


Ti 
e? — 1: 
ET ST CT 


TC 
ep +I 


[A 


qui revient à 


© 
te) 


et il est immédiat que la bande et le cercle de rayon un se corres-- 


pondent uniformément. Toute intégrale se trouve alors holo- 


morphe par rapport à z dans ce cercle, et elle peut être dévelop- 


pée en série suivant les puissances de 3. 


CR. 


COURBES SATISFAISANT A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. 245 


17. On pourrait obtenir bien d’autres représentations analy- 
tiques des intégrales : je proposerai la suivante. Prenons les 
équations 

PU x 
LOTS CES 


ROLE Dr) 


et reportons-nous à la méthode des approximations successives, 
et notamment au Chapitre V de ce Volume (p. 91). Nous aurons 
bien 1c1 des équations rentrant dans la classe signalée, car les dé- 
rivées partielles du premier ordre des seconds membres des équa- 
tions précédentes restent moindres qu'un nombre fixe pour toutes 
les valeurs réelles des x. Les approximations successives nous 
conduiront donc à des développements convergents pour toute 
valeur réelle de t. 

Il est clair que bien d’autres formes pourraient être adoptées, et 
l’on se trouverait dans les mêmes conditions pour une infinité de 
fonctions À(x1,...,%)) qui conduiraient à des équations 


dx; 
dt 


= NX ÀA(Ti, Le, SSD 


du type que nous venons de considérer. 


18. Les développements précédents, qui paraissent au premier 
abord intéressants pour la discussion des intégrales, sont en réa- 
lité de peu d'importance pratique. On ne peut savoir, en général, 
par eux ce que deviennent les x quand £ augmente indéfiniment. 
Il pourra arriver que les x ne tendent vers aucune limite, ou bien 
les æ tendront vers des limites déterminées. Nous pouvons sup- 
poser, en transformant préalablement les équations, s’il est né- 
cessaire, que ces limites sont finies; soit donc 


di, a, .…..s Xp 


le système limite des x pour { — 0. Nous allons voir facilement 
que les a doivent satisfaire aux p équations 


Xi(T1, La, ..., Tp) = 0 (a, 2, DR 


Remarquons d’abord que l'intégrale du système 


D CTII: 17 
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répondant aux conditions initiales &,, ..., a) Se comporte régu- 
lièrement en ce point si, pour ces valeurs, tous les X ne s’annulent 
pas, c’est-à-dire que la courbe intégrale aura en ce point une 
tangente déterminée. Or soit X;-/o pour &, ..., 4p; nous 
avons 

dx; 


AU ; ? 
X;Vi+X2+...+X2 


et par suile {ne peut augmenter indéfiniment quand les x tendent 


vers les a. 
19. Considérons en particulier l'équation différentielle 


dx _ dy 

RC 
dont l'étude fait l’objet de ce Chapitre. Nous pourrons former le 
système | 
dx X dy Y 
EE —— 3 = — = ——— 
DEN IE KES HT VE RIAUNTE 


Lorsque { augmentera indéfiniment, ou bien x et y ne tendront 
vers aucune limite, ou bien le point (x,7) tendra vers un point 
singulier. Nous arrêtons, comme nous l’avons dit, à un nœud, les 
intégrales qui passent par un nœud et il n’y a pas à parler des 
foyers qui sont des points asymptotiques. Quant à une intégrale 
passant par un col, nous la prolongeons, comme 1l a été convenu, 
par la courbe à droite ou la courbe à gauche ($ 13). Après avoir 
rencontré une première fois un col, une caractéristique peut ren- 
contrer une seconde fois un col; mais, en continuant à suivre la 
caractéristique, 1l est clair qu'à partir d’un certain moment elle 
ne rencontrera plus de nouveau un col, à moins qu’elle ne soit une 
intégrale très particulière se réduisant à un cycle contenant un 
certain nombre de cols. Nous pouvons donc nous poser le pro- 
blème d'approfondir l'étude des caractéristiques qui, à partir 
d’un certain moment, ne rencontrent plus de points singu- 
liers, ei dont nous savons dejà ($ 15) qu’elles sont des spirales; 
c'est ce que nous ferons dans la Section suivante. 


20. Mais faisons auparavant une dernière remarque relative 
aux développements que nous venons de considérer. Dans cer- 
tains problèmes, notamment en Mécanique, la variable indépen- 


LE 


dt 
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dante, à savoir le temps, sera spécifiée. Dans bien des cas, on 
pourra cependant se servir des développements précédents. Sans 
formuler des remarques générales, je prendrai l'exemple des 
équations du mouvement d’un corps solide pesant autour d’un 
point fixe. Les équations du mouvement sont ici 


dp * " ! dn ! LL4 
D PT ME Cor mo) NS roy, 

L 14 d { 1/4 
(4) BST =(CG—A)rp + M£(230Y — ToY ); _ PRIT ERP: 
” Fe | , d: [/4 ; 
LG =(A—B)p9 + MeGoi— or) Mgr py 


Où p, q, r désignent les composantes de la rotation instantanée 
sur les axes principaux, et y, y’, y! les cosinus de ces axes avec la 
verticale; À, B, C sont les moments principaux d'inertie et 
(Zo:Y0 30) les coordonnées du centre de gravité par rapport aux 
axes d'inertie. On à immédiatement trois intégrales premières, 
celle des forces vives, des moments des quantités de mouvement 
par rapport à la verticale du point de suspension, et enfin l’inté- 


grale 
(5) MÉRITE NV PE const. 
Dans le problème qui nous occupe, la constante devra étre 


prise égale à l’unité. 


Ecrivons l'intégrale des forces vives qui est ici 


(6) Ap?+ Bqg?+ Cn—2Mg(x07 + YŸ + 20%) = const. 


Considérons le système formé par les équations 


Fe dp “cs (B—C) gr + M£(YoY — 20 y) 
(2) dr Ap?+ Bg?+ Cr+ PHY+ VE 
| DES | TE AS 
dr À p? + B g°? + C 72 ue V2 + Æ Le 2+ h 


et les quatre équations analogues qui diffère seulement du Sys- 
tème (4) par la présence d’un dénominateur commun dans les 
seconds membres, et la variable + remplaçant. la variable 4; A dé- 
signe une conslante positive. 


On pourra intégrer le système par approximations SUCCESSIVES, 


tr fl . LATE "LT 
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et, étant choisie une des valeurs initiales, on aura pour 


Di.9: T9 STE 


des fonctions de + déterminées pour toute valeur finie de «. Le 
système admettant les intégrales premières (5) et (6), les y reste- 
ront moindres qu’un nombre fixe, et alors, d’après (6), 1l en sera 
de même de p, q, r. La relation entre { et = est 


dr 
7 Ap?+Bq?+COr+p+y2+ y 2+ h° 


dt 


et par suite, quand + augmentera indéfiniment, il en sera de même 
de £. On aura donc une solution valable depuis la valeur initiale #4 ÿ 
jusqu’à une époque quelconque &. On a ainsi une solution satis-: 
faisante au point de vue du calcul numérique, en ce sens que les 
fonctions inconnues 

PDT 
sont représentées par des développements convergents pour toute 
valeur finie de +, et faire croître + indéfiniment revient à farre 
croître t indéfiniment. D'après ce que nous avons vu plus haut, 
les développements trouvés n'auront aucune limite ou tendront 
vers des valeurs des six quantités précédentes, annulant les se- 
conds membres des six équations différentielles (4). 


IV. Des cycles limites. 


91. Comme nous l’avons expliqué au $ 19, nous allons consi- 
dérer les caractéristiques, qui ne sont pas des cycles, qui à partir 
d’un certain moment ne rencontrent plus de points singuliers 
et n’ont pas un foyer comme point asymptotique. Nous savons 
déjà ($ 15) qu’elles sont des spirales. Il va être facile, en complé- 
tant les théorèmes de la Section Il, d'approfondir davantage la 
nature de ces caractéristiques. 

Une demi-caractéristique, comme celle que nous suivons à 
partir d’un certain point, rencontrera certains cycles analytiques 
en une infinité de points. Un tel cycle se composera d’un nombre 
fini d’arcs sans contact. Un de ces ares AB au moins est rencontré 
une infinité de fois par la caractéristique. Ainsi, si l’on considère 


LT à 
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la caractéristique passant par le point M, de l’arc sans contact AB, 
elle rencontre d’abord, au point M,, le même arc AB. Il résulte 
des explications des $ 14 et 15, que le point suivant M, de ren- 


A 


contre ne sera pas entre M, et M, ; il sera à droite de M,, c’est-à- 
dire entre M, et B. Or, nous avons une infinité de points de ren- 
contre de AB avec la caractéristique, et, par suite, une infinité 


de points 
Mo, M;, M, ..., M, ess 


chacun étant sur l'arc AB, dans la figure, à la droite du précédent. 
Il en résulte que M, aura une limite C. Par ce point, qui n’est pas 
un point singulier, passera une caractérislique ; si C ne coïncide 
pas avec l'extrémité B de l’arc sans contact AB, la caractéristique 
passant par C ne sera pas tangente à l'arc. 

Il pourrait arriver que C coïncidât avec B et que, en B, la ca- 
ractéristique fût tangente à BA. Quoique ce ne soit là la source 


d'aucune difficulté, nous pouvons toujours supposer qu'il n’en 


est pas ainsi, car, dans cette hypothèse, on mènera, par B, un arc 
non tangent à AB, qui sera sans contact si on le prend assez peut, 
et sur lequel nous pourrons raisonner. 

Soit donc CC’ la caractéristique passant par le point limite C. 
On voit immédiatement que cette caractéristique est un cycle. 
En effet, la caractéristique, passant par M,, passe par un point 
Mu, compris entre M, et C; or, pour n très grand, M, est aussi 
rapproché que l’on veut de C. Il en résulte que la caractéristique, 
passant par C, revient passer en ce point, c’est-à-dire qu'elle est 
un cycle. 

Soit maintenant D un point sur CC/, et menons par D un arc 
analytique DD’. En prenant n suffisamment grand, il est clair que 
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la caractéristique, passant par M,, ira rencontrer DD’, et l’on aura 
sur cet arc une suite de points 


Po, Py ..…., 15e RÉ 


(si la rencontre a lieu depuis ? —0) qui se comporteront sur DD, 
comme se comportaient les points M sur AB. La limite de P, sera 
le point D. ; | 


Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 
La demi-caractéristique considérée a un cycle limite. 


Nous donnons le nom de cycle limite à la caractéristique CC, 
qui est une courbe asymptote autour de laquelle s’enroule la 
demi-caractéristique étudiée. 


22. D'une manière plus générale, toutes les demi-caractéris- 
tiques, passant par un point de l’arc AB, auront comme cycle 
limite le cycle CC’, si l’on suppose qu’à aucun point de l’arc AB 
ne correspond une caractéristique passant par un col, ei qu'au 
seul point C de l’arc AB correspond un cycle limite. En effet, 
nous avons une première caractéristique passant par M, avec le 
cycle limite CC’. Si nous prenons N, voisin de M,, nous aurons une 
caractéristique voisine de la précédente et définie sans ambiguïté 
dans son prolongement, d’après les remarques des $S14 et 15, on 
aura des points de rencontre voisins de M,,...,M,, et tous à 
gauche de ces points, si N, est à gauche de M,. En prenant N, 
suffisamment voisin de M,, le point N, sera compris entre M, et 
M,, et, de même, N, entre M,_, et M,; la caractéristique passant 
par N, aura donc encore CC’ comme cycle limite. En allant ainsi 
de proche en proche, on voit que toutes les demi-caractéristiques 
correspondant à un point de l’are AC auront le même cycle li- 
mite CC. 

Envisageons maintenant les points de l'arc CB qui sont de 
l’autre côté de la caractéristique. 

La caractéristique passant par le point C revient au point C, 


puisqu'elle est un cycle. Par un point très voisin de C, sur CB 


passera, par conséquent, une caractéristique, qui coupera certai- 


nement, une seconde fois, l’arc CB; on se trouve alors pour l’arc 


CB dans les mêmes conditions que pour l'arc CA et il en résulte 


"ANOUNR 
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que CC'est aussi un cycle limite pour les caractéristiques passant 
par un point de CB. Le cycle CC est donc cycle limite pour 
deux séries de caractéristiques, qui sont les unes à l’intérieur 
du cycle, les autres à l’extérieur. 

Autour de CC se trouve une fégion annulaire, telle que toute 
demi-caractéristique correspondant à un point de cette région est 
asymptote au cycle limite. 

De plus, on peut, dans cette région, tracer une infinité de 
cycles sans contact. Considérons, en effet, une certaine caracté- 
ristique ; on peut tracer dans l’anneau un cycle F ne rencontrant 
la caractéristique qu’en un seul point. Il est aisé de voir que T 
sera un cycle sans contact, car autrement, on aurait une demi- 
caractéristique rencontrant Len deux points et alors toute demi- 
caractéristique, passant par un point de l', rencontrerait au moins 
cette courbe en deux points, et il en serait ainsi de la caracté- 
ristique dont nous sommes parti. 


23. Les deux paragraphes précédents, joints aux considérations 
développées dans la Section 11, nous donnent des renseignements 
précis sur la nature des caractéristiques. L'existence des cycles 
limites est un point capital dans la théorie de M. Poincaré. Pour 
résumer l'étude précédente, nous pouvons dire que les caracté- 
ristiques, dont la continuation ne se trouve pas arrétée par un 
nœud, sont ou bien des cycles, ou bien des courbes asymptotes 
à un cycle limite. Le cas du cycle limite, se réduisant à un point, 


| correspond aux caractéristiques qui s’enroulent autour d’un foyer. 


Si nous voulions continuer cette étude et passer de la partie 
qualitative à la partie quantitative de la recherche des caracté- 
ristiques, il faudrait montrer comment on peut arriver à fixer 
approximativement la position des cycles himites. Nous renverrons 
pour cette suite aux Mémoires cités de M. Poincaré, où l’on verra 
que, sinon dans le cas général, du moins dans bien des cas, la 
question peut être poussée jusqu'à son terme. 


24. Terminons par une remarque relative aux équations algé- 


; : ; , NE d ; 
briques du premier ordre, mais de degré supérieur en 2 Un 


exemple simple va nous montrer que dans ce cas la nature des 
caractéristiques peut être très différente de celle que nous venons 
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de trouver pour les équations du premier ordre et du premier 
degré. Prenons, en effet, l’équation différentielle en coordonnées 
polaires 


do 
de = (Bb —p)(p — a) WE 2) 


dw 


4 élant une constante. 
S1 des coordonnées polaires on passe aux recti- 
lignes, on aura une équation algébrique en x, 1% + De l’équa- 


tion 
do 


VTb—p)(p—a) 


duw ls 4 


1] résulte que nous aurons des caractéristiques comprises entre les 
deux circonférences 


Les solutions seront périodiques, si « est commensurable. 
Mais, si à est incommensurable, nous aurons une courbe qui, à 
un certain moment, pourra se rapprocher, autant qu’où voudra, 
d’un point enr choisi dans la couronne, et qui d’ailleurs 
s’en éloignera ensuite. On à là une circonstance toute différente 
de celle qui se présentait pour les équations du premier degré ; le 
prolongement d’une caractéristique se trouve couvrir, en quels 
sorte, l’aire tout entière de la couronne comprise entre les cer- 
cles es ét'0re 0 

Cet exemple montre bien l'intérêt de l’étude résumée au para- 
graphe précédent. | 


LA 
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CHAPITRE XI. 


GÉNÉRALITÉS SUR LES POINTS SINGULIERS DES ÉQUATIONS 


DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES (!). 


I. — Théorèmes fondamentaux. 


1. Abordons maintenant l'étude d’une classe particulière d’é- 
quations différentielles, qui a fait, depuis trente ans, l’objet d’un 
nombre considérable de travaux; ce sont les équations différen- 
tielles linéaires et homogènes. On entend par là des équations de 
la forme 

amy dm y 


(1) 50042 DES 4} ps Per 


dom est Dm) —=:0) 


où les coefficients p sont des fonctions de la seule variable x, 
que nous supposerons uniformes dans une certaine région du 
plan à contour simple et n’ayant d’autres points singuliers que 
des pôles. 

Pour une certaine valeur +, de x, qui n’est pas un point sin- 
gulier des p, on peut se donner arbitrairement la valeur d’une 
intégrale et de ses dérivées jusqu’à l’ordre m— 1. Soient donc rm 
intégrales particulières AE 

A 5 CUS LEO CE NE 


déterminées chacune par leurs valeurs initiales pour x — x, et 
par celles de leurs dérivées jusqu’à l’ordre »m — 1. On peut sup- 


(*) On consultera surtout pour ces généralités les deux Mémoires classiques 
de M. Fuchs (Journal de Crelle, t. 66 et 68), et deux Mémoires de M. Thomé 
(Journal de Crelle, t. 74 et 75). Voir aussi la Thèse de M. Jules Tannery (Annales 


de l’École Normale, 1875). 
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poser que le Tableau de ces valeurs initiales, c’est-à-dire le déter- 
minant suivant, pris POUr Æ = To, 


1 J2 MRSE J'm | 
dy dy Cm 1 
dx dx Ho dx 
GA) de RER KDE 
dm—1y: dm—1y dm—-1y» 
daxm-1 dem-1  ‘"" dxm-1 


ait une valeur différente de zéro. De plus, ces solutions particu- 
lières sont toutes holomorphes à l’intérieur d’un certain cercle l 
décrit de zx, comme centre. 

Ceci posé, considérons une intégrale quelconque y; elle sera 
déterminée par la valeur qu’elle prend en x,, ainsi que ses m —1 
premières dérivées. Or, formons la combinaison 


Ciyi Se C>Y2 tree CnYm. 


On peut choisir les constantes C de manière que cetLe expres- 
sion, ainsi que ses nm — 1 premières dérivées, soil égale à y et à 
ses m—1 premières dérivées pour x = %9. On aura, pour cette 
détermination, à résoudre un système d’équations du premier 
degré pour lesquelles le déterminant ne sera pas nul d’après Phy- 
pothèse faite ci-dessus. Or il n’y a qu’une seule intégrale qui 
prenne, ainsi que ses m —1 premières dérivées, des valeurs don- 
nées pour un point non singulier æ,; On a, par suite, 


Pa Ciyi + Co Ya eur PAPER CmYm. 


On peut donc avec m intégrales quelconques (sauf la res- 
triction d'inégalilté mentionnée) former l’intégrale générale. 

Une autre conséquence très importante à tirer de ce qui précède, 
est qu'une intégrale quelconque y est holomorphe à l’intérieur 
du cercleT. Ainsi, considérons une aire À, à contour simple, 
ne comprenant aucun point singulier des coefficients p de l’équa- 
uon différentielle. Pour chaque point de cette aire, nous pouvons. 
tracer, autour de ce point comme centre, un cercle à l'intérieur 
duquel toute intégrale est holomorphe. Le rayon de ce cercle 
peut varier avec la position du point, quand celui-ci varie dans À, 
mais son minimum n'est certainement pas nul. 
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Par suite, l’extension analytique dans la région A peut se faire 
de proche en proche avec un cercle de rayon fire (le cercle de 
rayon minimum) et nous avons cette proposition capitale : 


Toute intégrale de (1) est holomorphe dans une région du 
plan à contour simple ne comprenant aucun des points singu- 
liers des coefficients de l’équation différentielle. 


Îl résulte encore des considérations précédentes que les énté- 
grales de (1) ne peuvent avoir d’autres points singuliers que 
ceux des coefficients p. Nous appellerons ces derniers les points 
singuliers de l’équation différentielle. 


2. On donne à tout système d'intégrales y, Yo; : +, Ym; POUr 
lequel le déterminant (2) n’est pas identiquement nul, le nom 
de système fondamental d’intégrales. On doit remarquer qu’entre 
les intégrales 

V1) F2» ..) Vm 


d’un système fondamental n’existe pas de relation homogène et 
linéaire à coefficients constants telle que 


(3) V1 FT LVe +... + A mYm =; 


car en différentiant m7 — 1 fois cette relation et éliminant les 4, 
on voit que le déterminant (2) serait nul. 

Réciproquement, si pour »# fonctions y, Yo, -.., Ym de æ, le 
déterminant (2) formé avec ces fonctions est identiquement nul, 
il y aura entre les y une relation de la forme (3), les & étant des 
constantes. Pour le montrer, nous pouvons supposer que le dé- 
terminant d'ordre »m — 1, obtenu en supprimant dans (2) la der- 
mière ligne et la dernière colonne, n’est pas identiquement nul, 
car autrement on serait ramené du cas de m au cas de m—1. 
Dans ces conditions, nous pouvons former l’équation linéaire E 
d'ordre m — 1 ayant pour système fondamental d’intégrales 


$ ; PRITVOIEE .; Ÿm—ie 


Le déterminant (2) étant nul, y, satisfera à l'équation E et, 
par suite, on aura, d’après le premier théorème du paragraphe 
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précédent, 
Jm = UP1 Fe ÿ et Am1Y m1 


les & étant des constantes. 


3. Revenons à la région A du plan à contour simple, où les 
p sont des fonctions holomorphes de la variable complexe +. La 
méthode des approximations successives, déjà étudiée à diverses 
reprises (voir notamment p. 88 de ce Volume), permet d'obtenir 
pour toute intégrale un développement convergent dans cette ré- 
glon; c’est ce que nous avons déjà dit à la page 92. A la vérité, 
nous supposions que la variable restait réelle, mais l’extension à 
la variable complexe se fait d'elle-même, comme nous avons déjà 
eu l’occasion de le voir (p. 90, en note). Nous avons donc le 
théorème suivant (!) : 


à . FER SU . ice à 2e ’ É À 
Toute intégrale de l’équation (1) peut étre représentée par 
une même série dans une région quelconque du plan à contour 


simple ne comprenant aucun point singulier de l'équation 
différentielle. 


4. Abordons maintenant l’étude des points singuliers. Nous 
allons supposer que, dans une certaine région du plan, les coeffi- 
cients p aient comme points singuliers des pôles. Soit a un de 
ces points; il pourra être un point singulier pour les intégrales 
de l’équation différentielle. 

Partons d’un système fondamental 


VA Tous 8 ENT: 


défini dans une certaine aire voisine de & et ne contenant pas ce 
point. Si, partant d’un point de cette aire, nous faisons décrire à 
la variable x un contour fermé autour du point à, il arrivera, en 
général, que nous ne retrouverons plus le système initial. Mais, 


comme l'équation différentielle n’a pas changé, nous retrouverons 


2 


(*) Pour les applications de la méthode des approximations successives aux 


équations linéaires, on pourra consulter une Noté que j'ai publiée dansile Bul- 
letin de la Société mathématique (1894). 
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Qt 
SI 


un autre système d’intégrales de la même équation 


; VA, Yo, 1 Vs 
et l’on aura 
ne = 1 V1 + de Ve FH... + dimŸ mi 


Yo = Go Ji + Q29 Ja +... + Gomm 


Y, = Ami ŸV1+ Am PŸ2+ ee. + AmmIŸm) 


les a étant des constantes. Nous allons chercher si l’on peut 
trouver une intégrale 


U—= di Vita Voa+..e + AmŸm) 


qui se reproduirait, à un facteur constant près, par la circulauon 
précédente. Après avoir tourné autour de a, nous avons, pour w, 
une valeur Ü, et l’on a 


U — a Vi + eæ) Yo + S'US —— À y Nr 
Ecrivons donc que 


«1 (11 Yi +. Cu imYŸm) + (ai Vi +. ag à im m) raet 
+ Am (Ami V1 + .. + Amm Ÿ m) = ue Cou Vi + A re Am Ÿ m ): 


Or, 1l ne peut pas exister de relation linéaire et homogène à 
coefficients constants entre les y; sinon, le déterminant (2) serait 
identiquement nul. On aura donc 


di (Œy1 — M) + 2 Go + + Am Ami 10 
Li A2 + Aa (Ua — M) +. 4 + An Ame — O0; 
ri Lim + Lo Ain ses + Um (Amm— u) 10; 


et on en conclut 


di — oi .…. Ami 
oi A9 — K  ... (4272) 
(3) 0 
dim dam .. Amm—tk 


Il est facile de voir que les racines de cette équation de degré m 
en w sont des invariants, c’est-à-dire sont indépendantes du système 
fondamental dont on est parti. En effet, toute combinaison li- 
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néaire des y est une combinaison linéaire des éléments z d’un 
autre système fondamental et inversement; par suite, à toute com- 
binaison linéaire des y, se reproduisant au facteur 1 près, corres- 
pond une combinaison des z, se reproduisant au même facteur ü 
Les équations de la forme (3), correspondant à l’un et l’autre 
système, ont donc mêmes racines. 

Remarquons encore que l’équation (3) ne peut avoir de racine 
nulle, car le déterminant | a;4| devrait être nul, et alors les Y et, 
par suite, les y ne formeraient pas un système fondamental. 


5. Supposons que l'équation (3) ait ses racines distinctes. 
Aux m racines j'* 


: 


His Mon Um 
correspondront m intégrales 
Uj, Uo, ss Un; 


ces intégrales seront linéairement indépendantes, car, si l’on avait 
entre elles une relation à coefficients constants, 


k U —- K2 Ua —-. . —- AS Uyn no: 
En faisant faire un tour à x autour de @, on aurait 
k: M1 ui —- ko P2 Us He .. + Vos Dm Un —= O, 
1° S.\ 4 , 
et donc, d’une manière générale, 
kitiu+kniu+.. 2 kr Bhilmes OL = 0 IE .,M—I). 


Ces m relations sont impossibles, car on en déduirait que le dé- 
terminant de Vandermonde relatif aux H est égal à zéro. «. 

Ainsi donc, pour le cas général où l'équation (3) n’a pas de 
racines égales, on a un système fondamental d’intégrales us, 
Uz; +++; Um) Se reproduisant respectivement multipliées par les 
constantes His Mo; .., Um quand æ tourne autour de a. 

On peut aisément donner la forme analytique générale de ces 
intégrales. La fonction | 


(æ— ay 


\ 
se reproduit multipliée par e?7ri, quand x tourne autour de a: si 


.# La tds 
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donc on a 


I 
T1 = — log, 


e?2Trii — en ou 
2H 1 


on voit que l’on a 
WU = (x —a)"1o1(x), 


#,(&) étant uniforme dans le voisinage de «. On a, d’une manière 


La 


générale, les m intégrales 


ui=(x— a)'ivo;(x) RES PE PAPE CS 


les & étant uniformes autour de &. 


6. Supposons maintenant que l’équation (3) ait des racines 
multiples. Nous allons montrer que, s’il y a des racines multiples 
d'ordre «, 5, ..., on peut s'arranger de manière que les intégrales 
se partagent en groupes de &, fi, ... lettres, de telle sorte que y, 
désignant la racine d’ordre «, on ait pour les « intégrales que 
nous désignerons par æ,, æ:, ..., æ4 la substitution linéaire, cor- 
respondant à une circulation autour de 4, 


/ HiTi; 


hs 
T3 MiTo + AT 


res 


(1) Ta Lu Da + 12 T2 + Ào2 T1, 


| Tu iTa+ Moi Toi +... + Âa1, 01 1; 


et des substitutions analogues pour les autres groupes de lettres. 
Pour démontrer ce théorème, nous le supposerons vrai pour 
mm — 1 lettres et nous montrerons qu’il est vrai pour ». Nous par- 


tons donc de 
D RAS 0 PE RE T7 


on peut toujours supposer que l’on remplace ce système par un 
autre système y, Zy, Lo ce, Æm_13 Pour lequel la substitution 
correspondant à la circulation autour de a sera exprimée par le 
Tableau 
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les X étant des fonctions linéaires en æ,, &», ..., &m_,. Les ra= 
cines de l'équation en y relative aux y, que nous savons être des 
invariants, se composent de u, et des racines de TS de de- 
gré m—1 relative aux formes linéaires X,, X,,.. XX, "Si Li 
est une racine de degré «, elle sera, pour cette dernière équa- 
on, de degré à — 1. D’après l’ Rte admise que le théorème 
est vrai pour m—1 lettres, nous pouvons faire sur æ,, æ», ..…, 
Tm_1 Une substitution telle que nous ayons pour elles les substitu- 
uons de la forme indiquée; nous n’aurons cependant pas encore 
la forme voulue, sauf pour le premier groupe de « lettres corres- 
pondant à la racine 11,4, à cause des termes en y, qui ne doivent 
pas figurer dans les groupes suivants. Mais il suffit alors de rem- 


placer 
Ti par T—k;y (12a) 


ki étant une constante convenable, pour que la substitution ait la 
forme indiquée. Ainsi, par exemple, si la substitution relative à 
Tire SÙ 


Li, Miti+ ÀGy: 
nous substituerons à la variable +; la variable 


Ti — KV; 
elle se transforme alors en 


MiTi — Kb Y + Xi, 
c’est-à-dire 
mia ky) + ki m)y + kr. 


Si donc on choisit Æ de manière que 
AQU Li) SE = O, 


ce qui est possible, puisque WU 1, On aura effectué la transfor- 
mation cherchée. 


. Nous pourrions nous servir de la forme de la substitution 
D pour trouver une expression analytique de æ,, æo, .:., æa. 
Nous procéderons autrement, en considérant une équation auxi- 
liaire qui reviendra souvent par la suite. Soit une première inté- 
grale 
Ji= (x — a)"pi(x), 
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9, (x) étant uniforme dans le voisinage de «. Posons 


» = [ sde; 


3 salisfera à une équation différentielle d'ordre m — 1 de même 
forme que la proposée 


dm-A1 3 dm—2 z 
demi “a dame mr — Jm-—13 —= 0. 


À cette équation d'ordre mn —1 correspond une équation en y 
analogue à (3) et de degré m — 1; ses racines seront les racines 
de (3), prises à l'exclusion de 1,, divisées par tu. Dans le cas ac- 
tuel, si r, correspond à la racine multiple x, d’ordre &, nous 
aurons pour l'équation en 3 une racine multiple d'ordre & — 1 
égal à un. L’équation en 3 a donc au moins une intégrale uni- 
forme autour de &. On opérera sur l'équation en 3 comme on à 
opéré sur l’équation en y, et finalement on obtient un groupe 
de «x intégrales | 


to (x — a)"1901, 


vi | < dæ, 
psg [des fu dr, 


les « — 1 foncüons 3, w, ..., «v étant, comme ©, uniformes dans 
le voisinage de &. Les intégrations successives montrent que yiest 
de la forme 


Yi (æ—a)"} Pair) +eui(r)log(r—a)+...+o; 1 ;(æ)[log(æ — a)ji-1 


les © étant uniformes. 
Il est à remarquer d’une manière générale que les fonctions 


Pois "Pigs Pass -.., Qit,rs 


coefficients des puissances les plus élevées des logarithmes, sont 
dans un rapport constant, comme il résulte de suite du calcul 
successif des intégrales. 

PTIT 18 
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8. Nous avons donc maintenant la forme analytique générale 
des intégrales dans le voisinage d’un point singulier, forme où 
figurent des fonctions uniformes autour de 4, ayant en géné ‘al 
ce point comme point singulier essentiel. 

Supposons que l'équation proposée ait une intégrale pour la- 
quelle toutes les fonctions uniformes, qui figurent dans son ex- 
pression comme coefficients des logarithmes, aient le point a 
comme pôle: nous allons montrer que l'équation aura au moins 
une intégrale de la forme 

(æ—a)re(x), 
2(x) ayant & pour pôle. 
Désignons en effet par 


y=(æ—a)| A +Blog(æ—a)+...+Li[log (æ—a)]®| 


cette intégrale ; les coefficients À, ..., L sont des fonctions de x 
ayant au plus & pour pôle, et L n’est pas identiquement nul. Si l’on ! 
fait tourner x autour de 4, l'intégrale y se transformera en Y, et 
si l’on forme la combinaison 


Y—uy, (ue = e?rri) 
on aura une nouvelle intégrale qui sera de la forme 
(æ— a)'| A+ Bi log g(T—a)+.. .+ Lif[log (æ—a)|2-1 k, 


où L, n’est pas identiquement nul et où les A,, ..., L, ont au 


plus & pour pôle. En continuant ainsi, on arrive à une intégrale 
de la forme | 
(x—a)"o(x), 


o(x) . ant au plus & pour pôle et#(x) n'étant pas identiquement 
nul : c’est ce que nous voulons établir. 

En augmentant, s’il est nécessaire, 7 d’un entier convenable, 
on peut admettre que ow(x) est holomorphe autour de a et ne 
s'annule pas pour x = a. 

Considérons maintenant le cas où l’équation admettrait s inté- 
grales linéairement indépendantes, pour lesquelles les coefficients 
des diverses puissances des logarithmes auraient seulement des 
pôles en &, nous aurons d’abord une intégrale y, de la forme 


Ji=(r—a)'o(x), 
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2(2x) étant holomorphe en 4, et &(a) étant différent de zéro. Je 
pose 


Mi fz AT 
la fonction z satisfera à une équation d'ordre m — 1. 


dn-—1 3 admnm—2 3z 
= à — Es ! —— Ce comme 
demi, Tgms Fe FOm18 5 0, 


où les g ont, comme les p, le point «& pour pôle’ Je dis que cette 
équation aura s — 1 intégrales linéairement indépendantes de 
l'espèce indiquée. 

Soient en effet y1, y, -.., y, les s intégrales de l'équation en y 
dont nous avons supposé l'existence, l’équation en z admettra 


Us) CAE 
a i ; dx yi : 


qui seront linéairement indépendantes et de la nature voulue. 
Elles sont linéairement indépendantes, car, si l’on avait 


d : d À 
ee (2) + ee D (2) = 0 
(F1 
on en conclurait 
Vi CoVate..+ Css = 0, 


ce qui n’a pas lieu. 


II. — Équations dont toutes les intégrales sont régulières 
en un point singulier. 


9. Un cas très simple, particulièrement étudié par M. Fuchs, 
est celui où, pour toutes les intégrales, les © n’ont que des pôles. 
On dit alors que toutes les intégrales sont régulières en a. Nous 
allons d’abord trouver une forme nécessaire pour les coefficients p 
de l’équation différentielle, et nous montrerons ensuite qu'elle est 
suffisante. 

D’après ce que nous avons dit, nous aurons certainement une 
intégrale 

Ji=(r—a)'o(x) [o(a) ol]. 
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Posons alors, comme ci-dessus, 


r=n fs, 


dm-—13 adm-2 3 
4 LE EN MENr 
(4) dxm—i1 94 dxm-2 


nous avons l'équation 
He NE En Tm—17 — O, 
et l’on trouve immédiatement 


TA dy ne { 
n= (mn Va De fa pri): 


et d’une manière générale 


I ET ..(m—i+1) diy: 


Ti ÿi He Se dxi 


ve À. die Ê—1 y, : ty 
(nm = DUT ODA RAS + (mi +1) pin SE + pi |- 


.(t—1) | dxi-1 


L’équation (4) a, comme l'intégrale proposée, toutes ses inté- 
grales régulières. 
Soit d’abord m — 1. Nous avons l'équation 


dy 
dx RAT EX 


il faudra nécessairement que p, soit de la forme FES f(x) étant 


holomorphe, pour que les intégrales soient régulières, comme le 


montre la formule 
Sie — Ce-Jfridx. 


Faisons maintenant m — 2; l'équation (4) sera alors du premier 


J(æ) 


degré et par suite g, sera de la forme ae il en sera donc de 


même de p, d’après l'expression de g,. D'autre part, on a 


Er AA dy 
(ET en) 


En substituant y = (x — a)'o(x), on voitque p, est de la forme 


_f(x) 
(@—a} 


- Ainsi donc l’équation du second ordre, dont les inté- 
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grales sont toutes régulières, est nécessairement de la forme 


dy | f(x) dy. file). 


dx? (æ— a) dr (x—a} 


DEEE 


f\ et f2 étant holomorphes autour de à. 


Admettons maintenant que, pour une‘équation d’ordre m — 1, 
la forme nécessaire pour que toutes les intégrales soient régulières 


soil 
dm—1y fit(æ) dm? y a Car) dr ea (CR) 
Creer DURS RFC PTT EM EE a te CC = Num er mr eme AE 
dani-—i La lit? (æ — a }? dxni-3 (TX — ani 


les f étant holomorphes autour de a, nous allons montrer sans 
peine que Ja même forme subsiste pour les équations d’ordre m. 

Nous partons donc d’une équation d'ordre m à intégrales toutes 
régulières autour du point «a. L’équation (4) correspondante en 
z aura aussi, comme nous l’avons vu, ses intégrales régulières; 
elle sera donc de la forme écrite ci-dessus. En prenant 


Ji=(æ—a)"e(x) o(a) 0, 
on déduit de l’expression générale de g;, que p; est de la forme 


ER. fi(æ) étant holomorphe autour de a. Il ne reste plus à 


- trouver que la forme de p,; c’est à quoi l’on parvient à l’aide de 


la relation tirée de l'équation différentielle elle-même 


I dmy; dm—1y; dy" bel 
A ( ps Pi AT + Pm—i FE —=— Dn) 
fm \ ) 


qui montre que p» est de la forme rene 


par suite établi. 


10. Traitons maintenant la question inverse, et démontrons 
qu'une équation de la forme 


dmy fitæ) LT 7 * f(x) dm? Ps _fm(æ) 


dx ET daxm-—i LE 2 1 a }? dam-—? Fa (æ SEE are 


où les f sont holomorphes dans le voisinage de a, a toutes ses 
intégrales régulières au voisinage de ce point. 
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Pour abréger l'écriture, nous pouvons faire « — 0. Au heu de 
considérer une équation linéaire d'ordre m, nous allons pour un 
moment envisager un système d'équations linéaires du premier 
ordre. 

Si l’on pose 

dy dy dY mm» 


LT —— —= Len po .. T 
dx F1 J'2 $ dx 


— Wn—1 


on reconnaît immédiatement que y»_, se met sous la forme d’un 
polynôme à coefficients numériques en 


dy , PY 


nes) EU, F 
dx? è dxm-1 


et inversement les expressions précédentes s'expriment linéaire- 
ment en y, V4, Pas +3 Ym_s. L'équation (à) devient alors 


ae 
7 eV mm—1 


— (227 An m7 À) TE na a re A yn nm —1 
dx J J r Jr 


les &« étant holomorphes dans le voisinage de x — 0. Au lieu du 
système précédent, nous pouvons prendre d’une manière plus 
générale le système de m équations homogènes et linéaires du 
premier ordre 


1 
MiSTT. NP da + À 19 Vo TT ace AimYm; 


T Br ee À m1 J1 se Am V2 PAT AmmYm) 


les À étant holomorphes dans le voisinage de x — 0. Cherchons 
s’il existe un système d’intégrales de la forme 


— pr ce. , us : 
Ji = L'U:, Je = AT Us, se.) Jm=L'Uym; 


J étant une constante convenablement choisie, et les & étant ho- 
lomorphes autour de l’origine. 
En désignant PAT Ci, Cos +. Cm les valeurs-desw pOur AE 0 

> 
valeurs qu’on peut supposer, en prenant 7 convenablement, n'être 
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pas toutes nulles, on à, en substituant dans l'équation différen- 
tielle, 


(di —rT)ci+ asc +... + im Cm Fe ONS 
Gay C1 + (Goo —T)Co +... + AomCm +.,0% 
AR fée pee dde à doutte nee AN die DT CR : 
Ayni C1 na Co + EN Gr DT) — 0 


les a désignant les valeurs des À pour x — 0. Il résulte de ces 
équations que 


du 7, Œi2; .….) dim 
(6) MALTE Too Pal lee am SL 
Re mes de ie de à ele 0 es SN PNR PRIE 
Œyn1; An2) ss mm = Tr 


r sera donc racine de cette équation du mi" degré; nous dési- 
gnerons par 


LE RNR ECT OISE Ot d, 


les m racines de équation (6). Ecrivons alors le système sous 
la forme 


dy 
| us Mai + Gafa te. + Aimÿm + L (Burt + Bimÿm); 


les B étant holomorphes autour de l’origine. Cherchons à simpli- 
fier la forme de ces équations en effectuant sur les y une substi- 
tution linéaire convenable. Faisons abstraction des termes en x 


d De 
dans les seconds membres de (5). Posons x . — Dy et considé- 
rons la substitution 

D y: = dy Vi + 22 +... + immo) 


D y» = An V1 + A9 Ve +... + om Vm) 


Dy» = Ami + AmŸ2o Tee + mm m; 


qui consiste à substituer à 1,2, + +, Ym les expressions linéaires 
placées dans les seconds membres. 
Mais reportons-nous à ce que nous venons de dire ($ 4et 5) 
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sur la réduction des substitutions linéaires. Nous avons donné 
une forme canonique à laquelle on peut ramener une telle substi- 
tution; c’est précisément l'équation (6) qui joue le rôle essentiel 
dans cette réduction. Si cette équation a ses racines distinctes, 
nous pourrons donc supposer que dans les seconds membres de (7) 
les termes indépendants de x se réduisent (ra 


PLV TT 2 ER a Vm° 


Dans le cas où il y aura des racines multiples, ces termes se 
partageront en groupes correspondant à la même racine. Ainsi 
pour une racine r, multiple d'ordre 4, les & premières équations 
auront pour seconds membres (aux termes en æ près), d’après ce 
qui a été dit (S 5), 


T1 Y1; 
Va INTU Ze 
a Ja + soi Por He + Âotiat Yi 


et l’on aura des groupes de même forme pour les équations res- 
tantes. 


1e Supposons donc que les équations (7) aient la forme indi- 
quée. Nous avons, après la réduction qui vient d’être effectuée, les 
équations 


Le = 11Y1 + L(B11Y1 +...), 


NAN + À Ji 7 CNE 


ART Me etes iuin ete to ele are ee et en ele ae ele era tal nuate le tft ne UT ES 


Nous allons porter notre attention sur la racine li; son ordre 


———— 


(*) Comparer les considérations précédentes à la question analogue étudiée à 
la page 4 de ce Volume. 
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de multiplicité « (qui peut, bien entendu, être égal à un) ne figurera 
d’ailleurs pas dans le résultat auquel nous voulons parvenir 

Cherchons si le système précédent admet des intégrales de la 
forme 


Ji—= Zu, Je = L'ile, ... Ÿm = L'Um. 


Nous aurons, en substituant, les nouvelles équations 


| 2 du: ( ) 
dx < 
dus 
x tou ls © 
dx 11 «1 ( je 
AMAR DER EC TEEN ORNE À 
(8) 
du re 
re rt le dt maUiHT ), 
AURAI À 4 
D fr = ra) + T 
Te (ro 1) Uu+1 (Rap 


les parenthèses étant holomorphes en +. On va montrer qu’on 
peut satisfaire à ces équations en prenant pour les w des fonctions 
holomorphes de x, si toutefois certaines relations, que nous indi- 
querons, ne sont pas remplies. 

Les équations différentielles permettent de calculer de proche 
en proche les coefficients des développements. Pour + — 0, les w 
seront nulles en général, sauf w, dont la valeur initiale restera 
arbitraire. Pour qu'on ne soit pas arrêté dans le calcul des dérivées 
successives, 1l faut qu'aucune des différences | 


Ti— Ti (SSI) 


ne soit égale à un entier positif. 

Il ne reste plus qu’à voir que les développements ainsi obtenus 
sont convergents. Nous emploierons à cet effet les méthodes de 
comparaison dont nous nous sommes déjà tant de fois servi. Les 
valeurs initiales des & sont toutes nulles, sauf celle de wy, dont 
nous désignerons le module par w. Soit, d'autre part, À le 
module maximum des quantités À et de ses analogues dans les 
équations différenuelles, et soit enfin e le module minimum de la 


différence 
M—(r2 — ri), 
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où m est un entier positif quelconque, et de ses analogues pour 
les différentes racines 7, de l’équation en r. Nous considérons le 


système d'équations 


Uy = T( ), 


Ua = ÀW+X( ), 


Uy—U$ = Àugit+...+Au+r( }, 


lord = ml £ 


Dans les parenthèses, les coefficients de w,, us, ..., u, ont été 
remplacés par des fonctions majorantes (ou fonctions de compa- 
raison) pour un certain cercle autour de l’origine. 

Pour x — 0, les équations (0) donnent les w égaux à zéro, sauf 
u, qui est égal à w,. Les valeurs de , définies par les équations (9), 
sont holomorphes autour de x — 0. Nous avons à comparer main- 
tenant les développements tirés des équations (8) et (9). Pour ces 
dernières, on en tire des développements où les coefficients sont 
tous positifs, et qui sont certainement convergents dans un cer- 
tain domaine, autour de l’origine. 

On voit immédiatement que les coefficients des développements 
urés de (8) ont un module moindre que les coefficients corres- 
pondants tirés de (0), d’après la signification de e et de }, et le 
fait que dans les parenthèses les coefficients de w ont été rem- 
placés par des fonctions majorantes. On aura donc certainement 
pour (8) des développements convergents. 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant : 


Le système (7) admettra un système d’intégrales de la forme 
Ji = Zu, Ja = LU, …..) Ym = L'iUm; 


les u étant holomorphes dans le voisinage de x —0, en dési- 
gnant par r, une racine de l’équation (6) telle qu'aucune 
différence 

CE AE Ve RE nt UNE ….., Tm — Ti 
ne soit un entier positif différent de zéro. 


On voit que cet énoncé n’exclut pas le cas où il ÿ aurait, parmi 
les racines r:, ...,r», une ou plusieurs racines égales à ri. 
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L'équation (6) s'appelle l’éguation fondamentale détermi- 
nante relative au point singulier # — 0. Dans le cas qu'on peut 
appeler général, les racines 


71; lo, CRORCUX | ln 
sont distinctes, et aucune des différences 
Ti TR (AK) 


n’est égale à un entier positif ou négatif. On a alors, pour (5), m 
systèmes d’intégrales 


Jai a Qui(t), Por = L'iQui(t), ..., Ymi= L'iOmi(t) (É—=1,2,...,m), 
les o élant holomorphes autour de l’origine. 

12. Revenons maintenant à l'équation différentielle (5) d'ordre 
m, c'est-à-dire à l'équation 


dmy fi (æ) dm-1 y ‘+ “ fm (æi 


dxm (æ— a) drm-1 HS à (æ— a)" 


En appliquant le théorème du paragraphe précédent, on voit 
que celle équation admettra au moins une intégrale de la forme 


J=(z—a)e(x), 


o(æ) étant holomorphe dans le voisinage de «a. Pour trouver 
lPéquation donnant r, il n’est pas besoin de former le système 
d'équations linéaires équivalent à l'équation d’ordre m. Il suffit 
d'écrire que l’expression précédente [e(a) étant différent de zéro | 
satisfait à l'équation. On obtient ainsi, en égalant à à zéro les termes 
de moindre degré, 


Berri) a (rm +) 
+ fa) r(r—1)...(r — m+ DJ rt (a)r + fn(a) = O4 


(10) 


S1 l'i,l2p ++.) lm SOnt les m racines égales ou inégales de cette 
équation, l’équation différentielle admettra une intégrale de 
la forme 
Ji=(t—a}ie(x), 


g(x) étant holomorphe autour de 4, et (a) étant différent de zéro, 
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st aucune des différences 
Le ATEN ANT ot MORE: rat 4 | 


n'est un entier positif différent de zéro. 

L’équation (10) a été appelée par M. Fuchs l'équation fonda- 
mentale déterminante relative au point singulier 4. Un rapproche- 
ment très important est à faire entre l'équation (10) et l’équation 
(3) en x ($ 4). Il résulte de ce que nous avons dit à la fin du pa- 
ragraphe précédent, que, si les différences des racines de lPéqua- 
on (10) ne sont pas des entiers positifs ou négatifs, on aura les 
intégrales régulières 


J1= (x — a)"191(x), Ja= (x — apr), or ame (x — a)'mom(T), 
suite, | racines de l'équation (3) s igales à 
el, par suite, les m racines de equation (3) seront égales à 


e?Tiri, e?Tira, ER eETirm, 


Telle est, pour le cas général, la dépendance entre les équa- 
tions (3) et (10). Cette dépendance subsistera évidemment dans 
tous les cas, puisque le théorème étant vrai pour des valeurs ar- 
bitraires des coefficients /, (Ah 2e PAUQRdE (10) ne peut cesser 
d’être exact pour des valeurs particulières de ces coefficients. 


15. Pour faire la recherche des intégrales, on partagera les ra- 
cines 


Free SR 


de l'équation (10) en groupes tels que, dans chacun d’eux, la dif- 
férence de deux racines soit un entier positif ou négatif, et que, 
d’un groupe à l’autre, la différence de deux racines de ces groupes 
ne soil pas entière. Soient 


Pier MAN 


les racines d’un premier groupe, ces racines pouvant être égales 
où inégales. Supposons-les rangées par ordre décroissant de 


grandeur et posons 
= f sde 


On a pour z une équation déjà considérée d'ordre m — 1, dont 
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ù 
I 
© 


toutes les intégrales sont régulières autour de a. Puisque 


les racines de l'équation fondamentale déterminante pour l’équa- 
Lion en 3 seront 


Te D ST — 1], NRA eme EE Ga ALP 


et, parmi celles-ci, nous avons le groupe des 4 — 1 racines entières 
et négatives 

RE T5 — Tai, LT ME RT: 
les autres n'étant pas des entiers. 


L’équation en 3 aura une intégrale de la forme 
mie Ùe = jrs EU (a); 


Y(æ) étant holomorphe dans le voisinage de &, et d(a) étant 
différent de zéro. En substituant dans l'expression de y, on a alors 
une seconde intégrale 


Ja= (x — a) [A(x) + B(x)log(x — a)], 
À et B étant holomorphes, le produit 
(x — a):B(x), 


se réduisant d’ailleurs, à un facteur constant près, à y. 

En opérant sur l'équation en 3, comme on a opéré sur l’équa- 
Lion en y, et continuant ainsi de proche en proche, on aura fina- 
lement les intégrales 

PL CDN TIR PTT) 
et yx est de la forme 


Va= (x — aÿa Aix) + A2(æ)log(x— a) +...+ A4 1(æ)[log (x — CAVE 


les À étant holomorphes. Nous avons donc ainsi formé un en- 
semble de + intégrales correspondant au groupe des & racines de 
(10) différant d’un entier. 


14. Applhiquons ces généralités à une équation différentielle du 
second ordre, sur laquelle nous aurons d’ailleurs à revenir; c’est 
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l'équation différentielle de la série hypergéométrique 


2 


d d 
(2) TE +[y—(a+B+n)z] — af y =0, 


2, $ et désignant trois constantes. Les trois points singuliers des 
intégrales sont x = 0, æ—1 et + — 0. Pour ce dernier point, il 
faudra faire, pour l’étudier, x — =, dans l’équauion différentielle, 
T 
et considérer le point z'— o dans la transformée. 
Pour former l’équation fondamentale déterminante relative au 
point o, nous écrivons l’équation sous la forme 


y . y—(at+$+Drtay aB æ 
dr° de Z(1—%) dx Tax) 


el l'équation (10) devient ici 


PORT = 0, 
qui a les deux racines 


l—= 0, } fan "# | 


74 
[ * 


S1 donc y n’est pas un entier, l'équation a, dans le VOISINAgE 

de a, les deux intégrales 
S1(7), x Yo(x), 
£, el v2 étant holomorphes dans le cercle de rayon un, ®,(0) et 
22 (0) n'étant pas nuls. La forme des coefficients du développement 
de w,(x) est remarquable. En posant 
D1(T) =I+ CD + COTE. + CpTP +... 
on trouve, en substituant dans l'équation différentielle, 
PG—1)—(a+8+i)p—af]es+ [p(p+1)+y(p + nc, —0, 

par suite 


(pHa)(p+B), 
(RÉ OCRN ee 


Cp+1 — 


et l’on a, poure,(x), le développement célèbre 


1 gone EUR RS ni S Lan. 
1.Y RATE. YO +1)... (+ p—1) 


série convergente dans le cercle de rayon wñ, et que nous avons 
déjà rencontrée (E. Ile p: 229). 
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Nous avons supposé plus haut que 1—" n’était pas un en- 
tier. Si 1—yest un entier négalif, nous aurons toujours une 
intégrale holomorphe »,(x), puisque des deux racines 


QHAL EYE 
zéro est la plus grande. La série hypergéométrique subsiste dans 
ce cas. Les conclusions sont autres, si 1— est un entier positif. 


On a, dans ce cas, une intégrale de la forme 
ay (æ) 


Y(æ) étant holomorphe et L(0) -<o ; la seconde intégrale renferme 
un terme logarithmique. 


Conformément aux généralités du $ 13, elle est de la forme 
At) +kzxi-Y4(x)logz, 


Æ étant une constante, et A(x) étant holomorphe dans le cercle 


de rayon un [A(o) £<o]. 


IIT. — Théorèmes généraux sur les équations à intégrales 
irrégulières (1). 


15. Les équations dont toutes les intégrales sont régulières en 
un point singulier forment, comme on vient de le voir, une classe 
remarquable ; on peut obtenir pour elles la forme analytique des 
intégrales au moyen de développements dont les coefficients se 
déterminent de proche en proche par voie de récurrence. L'étude 
des équations ayant des intégrales irrégulières est beaucoup plus 
difficile. 

Dans cette étude, il y a d’abord une suite de nombres entiers 
qui joue un rôle très important. Reprenons l'équation 


dm V dm—1 V 
dam + Pi dxm-i Fest PmI = 0. 


Soient respectivement Ti, Ro, . .., tm les degrés de multiplicité 


(*) Pour les généralités sur les intégrales irrégulières, voir les Mémoires de 
M. Thomé (Journal de Crelle, t. T4, 75 et 16). 
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de a comme pôle de pi, Pa, +.., Pme Considérons la suite des en- 


Liers 


(11) Ti M—I, To+M—2, .., Tm—1 + l; Tm: 


Elle va être de grande importance pour la suite. Si le plus grand 
de ces nombres ne dépasse pas 7», nous sommes dans la classe 
des équations différentielles étudiées dans la Section précédente; 
nous allons donc supposer que le maximum g de ces nombres 


dépasse m. 


16. Supposons que l'équation différentielle ait une intégrale 
régulière. Nous avons le lemme préliminaire suivant : 
Soient g > m le plus grand des nombres 


TU+M—I, To+M—2, ..., Nmi +1; 


le coefficient pn admettra a comme pôle avec un degré de 


multiplicité ne dépassant pas g. 
La démonstration est immédiate, car nous n’avons qu'à substi- 


tuer 
J=(x—a)e(x) [e(a)Æo] 
dans l'équation 
nl dmy DENT E dy 
Y É TOP dam1 Hesse Pi æ | DE AT 


pour voir Que Tm satisfait à l'inégalité indiquée. 


A7. Nous allons généraliser le lemme précédent, en supposant 
que l’équation différentielle possède au moins M — intégrales 
régulières linéairement indépendantes. Admettons alors que les 
h premiers nombres de la suite (11) 


TIR M—I, MmiMm—2, ..., T+m—h 


aient pour maximum 9 >> Mn; nous allons montrer que tous les 
nombres 
Thit+ Mm—=h=I, 5, nm 


seront inférieurs ou égaux à g. 
Dans le paragraphe Dee e nous avons démontré cette  pro- 
position pour h—m—1. Nous allons supposer maintenant 
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qu’elle est vraie pour une équation différentielle d’ordre m — 1 
et montrer qu’elle est vraie pour une équation différentielle 


d'ordre m. En posant 
Y = [2 ut) 


où y, est l'intégrale régulière (x — a)'o(x) [2(a) <o], nous 
aurons pour 3 une équation d'ordre m — 1, qui aura au moins 
m—h—1 intégrales régulières linéairement indépendantes. 
Soient 


! ! ! 
z Due ED Tru 1 


les nombres relatifs aux coefficients q dans l’équation en 3. Ona 
désigné par g le plus grand des nombres 


ÉTEERRUTS — 7N — 2, .,., Th Him ah, 


Il résulte de l’expression des coefficients q, à l’aide des p, 
donnée au $ 9, à savoir : 


Die 


I [PER EN dvi 
2 


- e LE (mn PR RE 
MADEC eZ dx! dx 
que le terme maximum dans la suite 
BA m1) —1, nm, +(mMm—I1)— 0, ..., Th+(Mm—1)—h 


sera au plus égal à 


£ —1. 


On déduit done, du théorème admis pour les équations d’ordre 
m —1,que 


! 


! 
Th+i + (M—I)—R—7, nr RS 


sont au plus égaux à g — 1 et par suite, en se reportant à l’ex- 
pression de p; en fonction de qiet des p d'indices inférieurs à l, 
les nombres 


TRE RMNIN 1.4, Tm—i TI 


sont au plus égaux à g, et il en est de même aussi (paragraphe 
précédent) pour tr». 


18. Du lemme précédent se déduit une proposition intéres- 
sante. Supposons que pour une équation différentielle, le plus 
DSTI: 19 
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grand des termes de la suite 
(2) TA M—I, To+M—2, ..., Tm 


soit un nombre g > m; désignons par 
Th+m—h 


le premier terme de cette suite égal à g (pour le cas où il yen 
aurait plusieurs); l'équation ne pourra avoir plus de m—h 
intégrales régulières linéairement indépendantes. Si, en effet, 
l'équation avait m — h' intégrales régulières distinctes (X'< h), 
comme les termes de la suite 


U+Mm—i, TeEM=2, ..., Ra MEN 


sont inférieurs à g, il résulterait du paragraphe précédent que 
tous les termes de la suite (Z) sont inférieurs à g; ce qui n'a pas 


lieu, puisque + m — RENE 


19. Le théorème qui vient d’être établi donne seulement une 
limite supérieure pour le nombre des intégrales régulières dis- 
tinctes, mais malheureusement cette limite peut ne pas étre at- 
teinte. Nous en verrons un exemple dans un moment. Cherchons 
à obtenir les intégrales régulières qui pourraient exister, en 
attribuant à À, dans les calculs qui vont suivre, la même signifi- 
cation que ci-dessus. 

Écrivons l’équation différentielle sous la forme 


CH AR RCRRE UE NON Aus dE he fa (me Creer L' 21000 


da  (æ—a)u dm (æ— a) don-2 Le ae 


les f étant holomorphes et différents de zéro pour x = 4. 
En faisant dans cette équation 


Yÿ=(rz—a}u, 


u étant holomorphe, et w(a) étant différent de zéro, on aura en 
divisant par (x — a) le résultat de la substitution et le multi- 
pliant par (x — a)£, puis faisant x — 4, 


| r(r—1)...[r—(m—h)+i1]fr(a) 
(12) | Lr(r—i)...[r—(m—h)+2][fnn(e)(e — a) Tia H]zee 
++ [fn(r) (2 — a) eg = 
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On obtient donc ainsi une équation du degré m — } à laquelle 
doit satisfaire r pour que l’on ait une solution de la forme indi- 
quée. Cette équation d'ordre m — À est l’analogue de l’équation 
fondamentale déterminante dans le cas où l'équation a toutes ses 
intégrales régulières ; elle se confond'avec elle, si À — 0. 


20. On peut, avec cette équation en r, commencer une étude 
analogue à celle que nous avons faite avec l’équation fondamentale 
déterminante dans le cas des équations de M. Fuchs; mais, avant 
d'indiquer ces généralités, prenons un cas particulier qui nous 
mettra sur la voie d’une circonstance qui sera générale. J’envisage 
l'équation du second ordre 
(13) mo + (Go + GRR) + (00 BL ME 0 Go), 

Les intégrales ne peuvent être toutes régulières POUVÉE "0, 
Onaici 

T1 —= 2, Ha — 9. 


On a donc la suite 
TiMm—1 3, T2 + M — 2 — 0, 


Ainsi g — 3, h—1,etil y a par conséquent au plus wne inté - 
grale régulière, et l'équation (12) en r se réduit à 


S 
Il 
© 


L'intégrale régulière, si elle existe, sera donc de la forme 
Y=Ao+AIT+...+ A, amE... (A0 0). 


Or la substitution montre qu'on peut calculer les coefficients 
de proche en proche. On obtient les équations 


&o À 1 + Bo A0 = O, 
&; A; ae @o À» + Do À + by A0 = O, 
M (m—1)Am+(m+i1) atom + bo Am + biAm-1+... = 0, 


qui donnent successivement A,, A:,..., Amis ce... Llest. donc 
possible de déterminer le développement, mais il se présente 
maintenant une circonstance bien remarquable qui différentie 
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complètement ce cas de celui où toutes les intégrales sont régu- 
lières : le développement obtenu n’est pas convergent en géné- 
ral, quelque petit que soit le domaine pris autour de a. 

Pour le montrer, il suffira de prendre le cas particulier de l’é- 


quation 
dy dy 


L?——— + Go —— + boy = 0. 
dx’ dx 2 


Les équations successives 


&o A1 + Do A0 = O, 
2€) A + bo A1 = O, 


(Mm+1)aoAm+1i+[bo+ m(m—1)]A»h = o, 


donnent les coefficients en fonction de A, et il est visible que le 


A m+1 CR RUR 
rapport —j— augmente indéfiniment avec m et que par suite la 


série 
At AiT+H...+A,amt... 
ne converge pour aucune valeur de x (sauf x — 0). 

Il résulte de ce qui précède que l'équation (13) n’a pas d’inté- 
grale régulière à l’origine, et nous avons là un exemple où le 
maximum (ici égal à un) du nombre des intégrales régulières 
donné par le théorème du $ 18 n’est pas atteint. 


21. La circonstance relative à la divergence du développement 
obtenu, qui vient de se présenter dans l’exemple particulier du 
paragraphe précédent, est générale. Reprenons l’équation diffé- 
rentielle d'ordre m du $ 19, et l'équation (12) de degré m — hen 
r, que nous désignerons par 

p(r)= 0. 
Si l’on pose 
J=(t—-a)ilco+a(r—a)+...+ cx(x —@) HN, 


on pourra déterminer de proche en proche les coefficients c en 
fonction du premier, en prenant pour r, une racine de l'équation 
w(r)—o. On reconnaît bien aisément que, les coefficients jus- 
qu'à cx_, ayant été déterminés, le coefficient de c4 dans l’équation 
du premier degré qui le détermine est 


(71 + K), 


LL d 
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et, par conséquent, si l'équation (7) — o n’a pas de racine de la 
forme r,+X, en désignant par k un entier positif, on pourra 
déterminer un développement de la forme indiquée. 

Le théorème précédent comprend évidemment, comme cas par- 
üculier, le théorème relatif à l'équation fondamentale détermi- 
nante pour le cas où toutes les intégrales sont régulières, en ce 
qui concerne du moins la formation des développements. Mais, pour 
ce qui regarde la convergence des développements, nous sommes 
dans des conditions bien différentes. Il est clair, d’après le cas 
parüculier du paragraphe précédent, que les développements 
ainsi obtenus sont en général divergents et que nous n’obtenons 
ainsi que des séries satisfaisant formellement à l'équation diffé- 
rentielle sans représenter une intégrale. Si les racines de DOTE O0 
sont telles que la différence de deux quelconques d’entre elles 
n’est pas un entier, on obtiendra m — } développements. 


22. Les développements que nous venons d’obtenir ne sont 
pas les seuls que l’on puisse tirer d’une équation différentielle li- 
néaire dans le voisinage d’un point singulier. Nous énoncerons 
plus loin un théorème général à ce sujet, mais considérons d’abord 
un point singulier d’une nature spéciale. Pour plus de simplicité, 
nous plaçons le point singulier à l’infini, et l'équation étant 


adm y dn—1 
(13) Te Pi gr eee PmY = 0, 


nous supposons que tous les coefficients p soient continus pour 
æ —©, c'est-à-dire que les p soient des séries ordonnées suivant 


LA LL I 
les puissances croissantes de si Nous aurons donc 


(241 (42) 
RU A PE PTE 


bi ba 
— ! LE Lio a 14 
(CE en 2 ME? 
AA ES NAT NT Patte : 
l 
1 2 
Pm — Lo + pa Per RU 


Posons 
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L'équation en # sera de même forme, et le terme indépendant 
de x dans le coefficient de w sera 


AM H GAME, HV. 


En égalant ce polynôme à zéro, nous avons une équation d’ordre 
m, dont nous supposerons les racines différentes, soit À1, À 
Ân. En posant donc y — ex u, nous avons une équation 


dm u es LE dm-1u 
em (a+ +. Je 


2y- +00 10 


dx dxm-1 
; LEA du 4 ts: 
Ne ne br pain Zee U —=°0,. 


Cherchons maintenant à obtenir un développement de la 
forme : 


A: A2 
rare 1 Â ET — —- ... . 
u ee (a+ Et + À - ) (A0 0) 
Le terme de degré maximum sera le terme de degré p; —1, 


et l’on aura comme coefficient de ce terme 
Ao(kGpi+ li )= 0. 


On doit par suite prendre 
pire Kk, : 


p étant ainsi choisi, les coefficients A,, A,, ... se déterminent 
de proche en proche, et l’on obtiendra finalement pour l’équa- 
tion (13), le développement 


A A 
— ex 0: | À + ar REA 
y =e mp (A+ Di À ): 


el m—1 développements analogues correspondant aux racines 
een Maisires développements ne sont pas.en général 
convergents; ils satisfont formellement à l'équation différentielle, 
mais ne représentent pas une intégrale. 

Une remarque importante est à faire relativement aux nombres 
p. D’après la théorie générale des points singuliers, il y a en gé- 
néral m» intégrales se reproduisant multipliées par des facteurs 


constants 
w 1, Wo, .….) OP 
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quand æ tourne autour d’un point singulier, c’est-à-dire ICI, puis- 
qu'il s’agit du point à l'infini, quand x décrit une circonférence de 
très grand rayon. Si les développements que nous venons de trou- 
ver étaient convergents, nous aurions facilement les nombres w, 
car on aurait évidemment 


Wy — e?Tiph CRETE ANNEE 


Mais, quand les développements sont divergents, les nombres p 
n'ont aucune relation simple avec les nombres w. Nous revien- 
drons plus loin sur les points singuliers de la nature de ceux que 
nous venons de rencontrer dans ce paragraphe. 


93. Dans tous les cas, on pourra toujours trouver des dévelop- 
pements plus ou moins analogues à ceux qui ont été obtenus dans 
le cas particulier précédent. Énoncons seulement ici une propo- 
sition due à M. Thomé (Mémoires cités). Nous reprenons une 
équation ayant comme point singulier le point a, celui-ci étant 
un pôle pour les coefficients p. On pourra, en général, trouver 
m expressions de la forme 


0) 
e\X—a/{x— a)P[Ao+Ai(x —a)+...], 


Q étant un polynôme d’un degré convenablement choist en 
L 


-, o désignant une constante. Il est essentiel d'ajouter que 
LE 


la série entière 

A+ Ai(t—a)+... 
ne converge pas, en général, et que nous avons là, par conséquent, 
comme plus haut, une expression satisfaisant formellement à 
l’équation différentielle, mais ne représentant pas une inté- 
grale. 

La démonstration du théorème précédent ne présente aucune 
difficulté; mais, comme il y a malheureusement peu de part à 
tirer de ce résultat plutôt négatif, nous ne nous y arréterons pas. 
J'ajoute seulement que, dans certains cas spéciaux, les formes 
précédentes peuvent se trouver en défaut; il peut être nécessaire 
d'ajouter des termes contenant des logarithmes et même, dans 
certains cas, de considérer des développements où (x — a) est 
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1 
remplacé par (x — a) (p étant un entier). Je renverrai, pour ces 
cas particuliers, à la thèse de M. Fabry (1). 


IV. -- Calcul des intégrales irrégulières et de la substitution relative 
à un contour fermé. — Groupe d’une équation linéaire. 


24. Les développements que nous venons d'obtenir n'étant pas 
en général convergents, nous n’avons Jusqu'ici aucun moyen, 
dans le cas des intégrales irrégulières, d'obtenir effectivement les 
coefficients des développements de ces intégrales dont nous con- 
naissons seulement la forme analytique. 

Supposons que l’origine soit, dans le plan de la variable com- 
plexe z, un point singulier de notre équation différentielle. A 
l’intérieur d'un cercle C, ayant l’origine pour centre, et un rayon 
moindre que la distance de l’origine au point singulier le plus 
voisin, toute intégrale est une fonction analytique f(3), n'ayant 
d'autre point singulier que l’origine. Supposons le rayon r du 
cercle C moindre que l'unité; nous allons montrer qu'on peut 
trouver un développement en série de la fonction valable pour 
tous les points du cercle, quel que soit le chemin suivi par la va- 
riable. Faisons, en effet, la transformation 


I 


Ra à 
OL 3 


Au cercle C du plan des z correspond dans le plan des + un 
cercle C’ passant par l’origine et ayant pour centre le point 


en désignant par /r le logarithme arithmétique de 7; et si, comme 
nous le supposons, r est moindre que l’unité, aux points à l'inté- 
rieur du cercle C correspondent des points à l’intérieur du cercle 
C’. Par la transformation 


Sir Cr 


(*) E. FaBry, Sur les intégrales des équations differentielles linéaires à 
coefficients rationnels (Paris, Gauthier-Villars, 1885). 
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la fonction f(z) devient donc une fonction de x, qui est holo- 
morphe à l’intérieur du cercle C/. On peut la développer suivant 
les puissances de 


et l’on a par conséquent, pour f(z), le développement 


LES 00 


Th PRSU (Un 


11) 


où les À, sont des constantes, et ce développement est valable à 
l’intérieur du cercle C. Aux déterminations multiples de log z cor- 
respondent les déterminations multiples de la fonction. 

Ce développement peut être utilisé dans diverses circon- 
stances (!). Pour les équations linéaires, qui nous intéressent ici, 
on peut tirer des développements précédents le calcul des coeffi- 
cients de la substitution correspondant à une circulation de la 
variable autour de l’origine. Considérons, en effet, un système 
fondamental d’intégrales 


J1(z), Hate 5 mCe) 


données par des développements analogues au développement (14) 
et en donnant à logz une de ses déterminations. Quand on tourne 
une fois autour de l’origine, on aura, en revenant au point de 
départ, d’autres déterminations 


Fi(s); F,(2), CAO OEE Fm(3), 


qui se déduiront des premières en remplaçant logz par log + ox. 
On devra avoir 


F, (z) = Qi f1(Z) + Giof2( 3) +. + Œim fm(&), 
F, (z) en 21. /1(23) —+- G32 f2(3) +... + Gim /m(&), 


F (3) —- Am1f1 (3) Pare Am. 2 (z) Ce a A ou Ammfm(z), 


et cesont les coefficientsde cette substitution que nous nous propo- 


(*) E. PrcarD, Sur une classe de fonctions non uniformes (Comptes rendus, 
t. LXXXVIII, 1879). 
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sons de déterminer. En représentant f, (2) par la série 


= ; , RUN I La 
À Ai (Le alr) ) 


on aura 


ME: 5 ; 
FAURE )= J'AI Gr) 
21 = 0 


Or la fonction 
1 


logz+omt 


est une fonction de la nature de celles que nous venons d’étudier, 
c’est-à-dire qu’elle a le seul point singulier O dans le cercle GC. On 
peut donc développer l’expression précédente en série suivant les 
puissances de 


En substituant dans F,(z) ce développement, on aura le déve- 
loppement de F,(z) suivant les puissances de cette différence, et 
la comparaison des coefficients nous fera connaître par des équa- 
tions du premier degré les quantités 


Œjis 12, +. im; 


et l’on aura de même les autres quantités a. La substitution corres- 
pondante à la circulation autour de l’origine se trouvera donc 
ainsi déterminée ; il est clair que les coefficients de cette substitu- 
tion se présentent sous forme de séries indéfinies, mais on ne peut 
songer à les exprimer en général à l’aide de fonctions simples 
des coefficients de l’équation proposée. 


25. Je proposerai encore une autre méthode pour calculer la 
substitution relative à une circulation de la variable autour d’un 
point singulier. Cette méthode va même nous permettre de consi- 


dérer un contour fermé comprenant non pas seulement un point - 


singulier, mais un nombre quelconque de singularités. On 
peut supposer que le contour fermé est défini par l'équation 


— P(0), 
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P(6) étant une fonction analytique de la variable réelle 4, admet- 
tant la période 27, de sorte que le point 3 revient au point de 
départ quand 0 a augmenté de 2r. En substituant, dans l’équa- 
uon différentielle, cette valeur de 0, on a une équation différen- 
tielle linéaire à coefficients périodiques et continus pour toute 
valeur réelle de 4. D’après ce que nous avons dit (page 92 de ce 
Tome et$ 3 de ce Chapitre), toute intégrale peut être représentée 
par une série convergente pour toute valeur réelle de 4. Repré- 
sentons donc m intégrales formant un système fondamental par 


J1(0), J2(0), AGE Jm(8), 


ces intégrales étant représentées par les séries que donne la 
méthode des approximations successives, et que nous pouvons 
regarder comme connues. Si l’on tourne une fois Le long du cir- 
cuit, on obtiendra 


f1(0+a2r), fr(0+aor), ..., fn(0+2%). 


On doit avoir 
f1i(80+ ar) = au f1(0) + ai f2(0) PTE MOAASUULE 
f2(0+2T) = au f1(0) + 22 f2(0) +...+ Gom fm(9), 
m0 + 27) = ans f1(0) + Amo fa(0) +... + Anmmfm(0); 
et nous voulons calculer les coefficients a. Pour obtenir 
Œi1: 2; tes Ain » 
nous considérerons les m équations 


da (0 + 2T) === d1/1(0) + 2. /2(0) +... + im f m(), 
Un (0 uw 2T) = ay1f1 (9) + a12f, (0) tes 7 1m f m( ), 


Par) = auf" (0) + arf 80 (0). rm fl (0). 


Pour une valeur particulière, d’ailleurs arbitraire, donnée à 0, 
nous aurons un système d'équations du premier degré détermi- 
nant Gyts Ayos +. dim. Le déterminant de ces inconnues ne sera 
d’ailleurs pas nul, puisque nous sommes parti de rm solutions 
formant un système fondamental. On aura donc ainsi tous les 
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coefficients de la substitution, en calculant de la même manière 
les autres lignes formées par les à. 


26. La méthode précédente nous permet de faire une impor- 
tante remarque sur la nature analytique des coefficients de la 
substilution que nous venons de calculer. Supposons que les coef- 
ficients de l’équation 


dm dn-1 
_— + P1 TE —+- .. —+- PmY —= O 


soient des fractions rationnelles de x, et, après avoir décomposé 


k 


É 17 se À; - , 
ces fractions en éléments simples ÿ De » Considérons comme 
TT &j 


des paramètres les coefficients A; des différents termes. Il résulte 
immédiatement de ce que nous avons vu (pages 92 et 03 de ce 
Volume) que les intégrales 


J1(8), Ja(0), .…..) Jm(8) 


du paragraphe précédent, considérées comme fonctions des pa- 
ramètres À sont des fonctions entières de ces quantités. I en 
résulte que les coefficients de la substitution correspondante à 
un chemin fermé quelconque sont des fonctions méromorphes 
des À pour toutes les valeurs de ces paramètres (1). 


27. Définissons, pour terminer ce Chapitre, ce qu’on entend 
par groupe d’une équation linéaire. Soit une équation linéaire 
à coefficients uniformes ayant dans tout le plan un nombre limité 
de points singuliers. Considérons un système fondamental d’in- 
tégrales 

NA, P2;: .., ŸVm 


(*) M: Poincaré démontre le même théorème dans son Mémoire Sur les groupes 
des équations linéaires (Acta mathematica, t. IV, p.212) en s'appuyant sur les 
théorèmes généraux relatifs aux équations aux dérivées partielles. La méthode 
de calcul que nous avons suivie fait connaître immédiatement, comme on vient 
de voir, la nature analytique des coefficients de la substitution; on verrait d’ail- 
leurs très facilement que la marche suivie au $ 24 conduit au même résultat. On 
trouvera d’autres méthodes pour la recherche qui vient de nous occuper dans les 
Mémoires de M. Hamburger (Journal de Crelle, t. 83) et de M. Mittag-Leffler 
(Acta Mathematica, t. 15). Voir aussi le Traité d’Analyse de M. Jordan (t. III, 
P- 187), mon article cité page 256, et un Mémoire de M. von Koch (Acta mathe- 
matica, t. 16). 
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définies dans une certaine région du plan à contour simple, ne 
comprenant aucun point singulier. Quand le point z, partant d’un 
point de cette région, y revient après avoir décrit un contour 
quelconque, on a, au lieu de y,, 2, ..., Ym, M autres intégrales 
de la forme 

| 1 Vi + do Vo +... + Lim Vm) 


ay Vi + oo Va +... + Com Vm) 


(S) 


les a étant des constantes. L’ensemble des substitutions (S) à 
effectuer sur y1, 2, ..., Ym pour trouver toutes les valeurs prises 
par ces intégrales en un point 3, quel que soit le chemin suivi, 
s'appelle le groupe de l’équation différentielle. Toutes ces 
substitutions forment bien un groupe; car, si l’on prend deux 
quelconques d’entre elles, la substitution obtenue en effectuant 
sur les y d’abord la première, puis la seconde, appartient encore 
au groupe, puisqu'elle correspond au chemin total formé par les 
deux chemins, répondant aux deux substitutions initiales, par- 
courus successivement dans l’ordre indiqué. On désigne sous le 
nom de produit de deux substitutions la substitution résultant 
de la composition des deux substilutions, effectuée comme il vient 
d’être dit. 

Si nous désignons par S et S’ les deux substitutions, nous dési- 


gnerons leur produit par 
DE 


en entendant qu’on fait d’abord la substitution S et ensuite la 
substitution S/. L'ordre des facteurs du produit n'est pas indif- 
férent, et le produit précédent ne sera pas, en général, égal au 


produit 
Ds 


qui correspondrait à la substitution S’, effectuée d’abord, suivie 
de la substitution S. | 

Puisque les points singuliers sont en nombre fini, tout chemin 
partant d’un point et y revenant se ramènera à une succession de 
chemin tournant autour des divers points singuliers et, par suite, 
toute substitution du groupe pourra s’obtenir à l’aide d’un certain 
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nombre de substitutions 


Elle sera donc de la forme 
1 2 1 QP: 
SOS RSS PE 


qui correspond à la substitution S, effectuée x, fois, suivie de la 
subsutution S, effectuée x, fois, et ainsi de suite, pour revenir à 
la substitution S, effectuée B1 fois, etc... 

Remarquons que le groupe d’une équation différentielle n’est 
pas absolument déterminé. Nous venons de parüur d’un certain 
système fondamental, ce qui nous a donné un groupe. En partant 
d’un autre système fondamental, on aurait obtenu un autre groupe ; 
mais 1l est clair que ces deux groupes sont étroitement liés l’un à 
l’autre. Chaque substitution du second groupe se déduit, en effet, 
aisément d’une substitution du premier. Soit © la substitution 
permettant de passer du premier système fondamental au second ; 
toute substitution du second groupe séra de la forme 


YSS A, 


S désignant une substitution du premier groupe, et 27! étant la 
substilution inverse de ©. 

Nous avons déjà d’ailleurs donné au Tome Il quelques indica- 
ons au sujet des groupes des substitutions linéaires. 


——— Ç Ç 0 —— 
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CHAPITRE XII. 


DES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES. 


I. — Le problème de Riemann et le groupe de la fonction 
correspondante (1). 


1. En reprenant, après Euler et Gauss, l'étude des séries hy- 
pergéométriques, Riemann se pose un problème qui est étroite- 
ment lié à la théorie des équations différentielles linéaires, et qui 
sera pour nous une application des théories générales exposées 
dans le Chapitre précédent. 

Nous allons nous proposer de trouver une fonction jouissant 
des propriétés suivantes : elle est uniforme et continue dans le 
voisinage de tout point du plan, y compris le point à l'infini, à 
l'exception de érois points singuliers a, b, c; de plus, entre trois 
détermimations de la fonction en un même point, existe une rela- 
on homogène et linéaire à coefficients constants; enfin, la nature 
de deux déterminalions linéairement indépendantes est donnée 
comme 1l suit dans le voisinage de chaque point singulier. Dans le 
voisinage de a, on a deux déterminations linéairement indépen- 
dantes de la forme 


(x— a)" f(x), (x —a)* f(x), 


fi et f2 étant holomorphes dans le voisinage de a, et ne s’annu- 
lant pas pour x = a. On a de même, pour le voisinage de b, deux 
déterminations analogues en remplaçant seulement les exposants 


(*) B. RIEMANN, Peitrüge zur Theorie der durch die Gaussische Reihe 
Fa, $, y, æ) darstellbaren Functionen (Œuvres complètes). 
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k ! ! fi I . x . li I 
4 el a par 6 el 6 , Et entlin, pour le point singulier €, on aura les 
exposants y et y. 


Nous allons voir dans un moment que la somme 
a+a+R+R+y+y 


ne peut être arbitraire, et qu’elle doit se réduire nécessairement 
à un enter. Nous achèverons de fixer l’énoncé du problème en 
ajoutant que cette somme se réduit à l’unité. 

Nous pouvons, sans nuire à la généralité, supposer que «a = 0, 


DRE (on doit remplacer seulement + — c par =) 


2. Désignons alors par y, et y: deux déterminations linéaire- 
ment indépendantes de la fonction cherchée y. Celle-ci satisfait 
évidemment à l'équation linéaire du second ordre 


| By dy 

dx? dx 

d2y: dy L n 
dx? dx A Pages 
MORTE 

dx? dx 7? 


que nous écrirons sous la forme 


Nous allons étudier la nature des coefficients p et g. Nous 
avons 


d2y: a dy dy» dy: lard dy d Ya 

Pa dx? J dx? sx E dt dæs dx dx? 
NC 7 ER 
V3 JAUNE VE PAS 


dy: dy2 
I RÉ des Veil — g)-P-$'+1 
et étudions-le dans le voisinage des trois points singuliers. Puisque 
le premier facteur se reproduit à un facteur constant près, quand 
on met à la place de y, et y une combinaison linéaire de ces 
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mêmes fonctions, nous pouvons supposer que y, et y» représen- 
tent les deux déterminations dont la forme analytique est connue 
dans le voisinage de chaque point singulier. Or, soit d’abord le 
point singulier + — 0; on prendra 


ET CONONN TETE ZT A ER [Lf(0o)f2 (0) ol. 


Il résulte de là que l'expression (1) sera holomorphe dans le 
voisinage de z—0o. Il en est de même pour æ— 1. Passons au 
point à l'infini; on peut prendre pour + très grand 


on LOVE 
n=(s) te) = (1)'rce 


F, et F, étant des séries ordonnées suivant les puissances crois- 
I : ; à , 
santes de = En substituant dans l'expression (1), celle-ci se pré- 


sente sous la forme 


CRE le og ou et AU AE 


Y(x) étant holomorphe dans le voisinage du point à l'infini. La 
fonction (1), étant holomorphe pour tout point à distance finie, 
sera uniforme autour;du point à l'infini el, par suite, la somme 


! 


a +- ' Ge at nn 
AHa+R+$+y+y 


se réduit nécessairement à un entier positif ou négatif. 

Il n’est pas possible d'admettre que la somme précédente soit 
en entier supérieure à un, car l'expression (1) étant alors holo- 
morphe dans tout le plan, même à l'infini, serait une constante, 
et, comme elle serait nulle pour x — , elle serait identiquement 
nulle et nous aurions, par suite, 


RENTE TE LA 
Edo | LE A Ro: 
à T ‘ ; : | 
ce qui Rsnes const., conclusion contradictoire avec-_nos 
1 ; 


hypothèses. 


Nous adopterons, comme nous l'avons dit, l'hypothèse 
aHa+8+R+y+y=r. 


L'expression (1) étant holomorphe dans tout le plan, même à 


P.— III. 20 
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l'infini, se réduit encore à une constante, et celle-ci n'est pas 
nulle pour la raison que nous venons de dire. 


3. Nous pouvons étudier de la même manière l'expression 


A 


2 = V1 
dx? AE 


2 4 2 = . 
( CRSAT AN PE ri doi (1 — x) BB +1, 


Elle a pour pôles simples les points x = 0 et x =1 et n'a pas 
d’autre singularité à distance finie. 
Dans le voisinage de x — «, elle est de la forme 


I 


’ (A Lez RE I , > L.\ 
y.(æ) étant une série entière en —: Elle se réduit donc à une frac- 
Lion rationnelle ayant pour pôle simple x = o et x = 1 à distance 
finie et s’annulant pour + =: elle est, par suite, de la forme 


Az + B 
x(æ —1) 


À et B étant des constantes. 
En étudiant de la même manière le produit 


dx dx? dx dx? 


(TE dy: 4 dyi D) gt fr — æ)-8-8+#1, 


dans le voisinage des points 0, 1 et &, on reconnaît qu'il se ré- 
duit à une fraction rationnelle de la forme 


Cr?+Dr+E 
LCR) 


De là, nous concluons que la foncuon cherchée y satisfait à une 
équation de la forme 


dy Ax+B dy 1æ2+ Dr +E 
. RAI PAPE Pr la ee ee X 
(2) dx?  x(x—1) dx DL — 1)? 


ÿ = 0, - 


A,B, C, D, E étant des constantes qu’il reste à déterminer. Cette 
détermination sera facile en écrivant qu’il y a dans le voisinage 
des points singuliers des intégrales de la forme indiquée. Nous 
simplifierons le calcul en supposant que 


\ 


LL Br 
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ce qui ne diminue en rien la généralité du problème, puisque ceci 
revient à envisager, au lieu de la fonction J'; la fonction 


JATL(I— œ)-P7". 
Nous supposons donc 4! — = 6, et 1l nous reste quatre con- 
Stantes 4, 5, y et y’ liées par la relation 
a+pf+y+y= Tr 
L'équation fondamentale déterminante relative au point —0 
est, pour l'équation (2) qui a ses intégrales régulières en ce point, 
F(Fr—1)—Br+E —o. 
Elles doivent être égales à zéro et à &. On a donc 
Bo, B = à — 1. 


Pareillement, l'équation fondamentale déterminante relative au 


point æ — 1 est 
OT) L(A+B)r +C+D—o. 


Elle à pour racines séro et 8. On a donc 
CG+ D = 0, A —2—ua— 6. 
Il ne nous reste plus que la constante C à déterminer; nous 
avons l’équation 


de | / 
a(a—1 SX + (Az +B)ST + Cy = 0. 


Posons y — +4 (x), d(x) étant une série ordonnée suivant les 
: L I : : ; LR 
puissances croissantes de m el substituons dans l'équation diffé- 


rentielle. En égalant à zéro le coefficient du terme de degré le 
plus élevé en x, nous avons de suite l'équation en r 


r(r—1)+Ar+C—o. 


Cette équation doit avoir pour racines — y et — y. On aura 


donc 
C=yY, 


et 1l faut vérifier que l'on a 


APE JR 
RASE y: 
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ce qui a bien lieu, car cette relation, en remplaçant À par sa va- 
leur trouvée plus haut, revient à 


a+Bf+y+y=r. 


Nous avons donc finalement l’équation 


d2 y 0e 
A +(2—a—fpr+a 


x(æ —1) 1 + yvy= 0. 

C'est, avec un changement seulement dans les notations, l’équa- 
ion différentielle à laquelle satisfait la série hyper géomé- 
trique (Chap. XI, $ 14). 

Si, au lieu de supposer 4 = $/— 0, nous les avions laissés ar- 
bitraires, nous aurions obtenu par un calcul tout semblable l’équa- 
tion du second ordre correspondant au cas général, qu'il est 
inutile d'écrire. Remarquons seulement que cette équation n’aura 
d’intégrales de la forme voulue que si aucune des différences 


! [20 s «7! 
CSA DE HE SON ET 


n’est un nombre entier. C’est d’ailleurs une hypothèse que Rie- 
mann fait explicitement dans son Mémoire. Nous savons, d’après 
les généralités du Chapitre précédent, que des logarithmes s’intro- 
duiraient dans la forme des intégrales si quelqu’une de ces diffé- 


rences était enlière. 


4. Reprenant, pour plus de symétrie, les six exposants &, «/ 
P A P } ) P > 
5, 8’, y, y correspondant aux points singuliers &, b, c, désignons 


par 
P& et P,, 

les deux solutions de la forme indiquée dans le voisinage dex = a; 

chacune d’elles est déterminée seulement à un facteur près. Soient 


pareillement 
Pg et Pg puis Pyset) Py 


les solutions correspondant aux points d et c. Traçons dans le : 


plan un contour fermé T (un cercle, par exemple), passant par les 
trois points @, b, c (fig. 11). Les six fonctions 


Pau Po, Pg, Pa, P,, Pr 


- 
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sont holomorphes à l’intérieur de F et à l'extérieur de cette courbe, 
puisque dans tout le plan, y compris le point à l'infini, elles ont 
seulement pour points singuliers les trois points &, b, c. 


Figerr 
A 


© 


I' 


Considérons les fonctions précédentes à l’intérieur de F. On 
doit avoir entre elles des relations de la forme 


| Pa = 28Pp+ ag Pr 
(3) Pt ag P8+ ag, Pgr, 


| Pa — ayPy+ ay Py, 
\ A a, PYee a, Py, 


les coefficients & étant des constantes. Considérons les quotients 
de deux coefficients de même indice inférieur ; de ces quatre quo- 
tients 

ag ag ay ay! 
# AG Ve) lat 

5 5 de 

trois doivent être déterminés en fonction du quatrième, puisque 
les six fonctions P sont déterminées chacune à un facteur con- 
stant près. C’est cette détermination que nous allons effectuer avec 
Riemann. 

Quelle que soit la détermination considérée, on a deux chemins 
équivalents en tournant une fois autour du point c dans le sens 
Positif, et en tournant successivement autour de a et b dans le 
sens négatif. Prenons par exemple P,; quand la variable tourne 
une fois dans le sens positif autour de c, P, se change en 


aye?2TmiyP, + ay em Py, 
comme le montre de suite l'expression de P, en fonction de P, 


et P,; quand la variable lourne successivement autour de a et b 
dans le sens négatif, P, se change en 


etami(age-?Pri Pa + agre-?8ri Pgr). 
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On à, par suite, la relation 
ape P,+ ape TP, = e?ari(age-tfri Pe + agre?2P'mÉP), 
à laquelle nous adjoignons l'égalité 
ayP,;+a,P, = agPB+ ag Per. 


On à deux relations analogues, en remplaçant & par o/ et les 
coefficients a par les coefficients a!. En éliminant P, et P, entre 
ces quatre relations, on aura deux relations homogènes et li- 
néaires entre Pg et Pg:, et, par suite, dans ces dernières, les coef- 
licients de Pg et Ps seront nuls, ce qui va nous donner quatre 
équations entre les à. 


Un calcul très facile donne ainsi les quatre équations 


7 FRERE n 7 = PP CRT NT LL 
a, ag ea sin (a+ 8 + V')x ag, eTXTi sin(a + B+Y)r 


(5) 
| a; ne af e—ATi sin(a+f$ +y)r + af e—ATi sin (4 + B'+y)x 
ST ETC EN EST ETC ES ET 


Ces quatre relations se réduisent à trois, comme il doit être, 
d’après ce que nous avons dit plus haut. On trouve, en effet, deux 
fois la valeur du quotient 

ag, ag 


Tous 7 
Se gr 
La comparaison de ces valeurs donne 


sin(a + $+y'}rsin(a + B+V)r _ Sin(a+f$+y}rsin(a' +8+y)x 
sin(a+$8 + V')rsin(x +f8+/'ix  sin(x + B'+y)rsin(x+ 8 HYIT 


équation qui est bien vérifiée à cause de l'égalité 
aa +R+B + y +y=r,. 


9. La recherche précédente conduit à la détermination du 
groupe de l’équation. Remarquons d’abord que, si l’on a un 
système de nombres & satisfaisant aux relations (5), 11e 
cerlainement six déterminations 


(6) Po Pa Pg, Pg, Py, P,, 


de la fonction, ayant la forme indiquée autour des points singuliers 
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et sausfaisant aux relations (3). En effet, en multipliant les six 
déterminations précédentes par six constantes arbitraires, on peut 
faire que les coefficients, remplaçant les &, aient telles valeurs que 
l’on veut, pourvu que les rapports des quotients (4), correspon- 
dant aux nouveaux coefficients, aient les mêmes valeurs que pour 
les anciens. Nous pouvons donc considérer que nous avons un 
système de déterminations (6) répondant aux relations (3), où 
les coefficients & sont arbitraires, sauf qu'ils satisfont aux rela- 
ons (à). S1 alors nous nous attachons aux deux solutions 


D 
( (o à) Py, 


qui forment un système fondamental, il est facile de trouver les 
subsLlitutions correspondant à une rotation de la variable autour 
des points a et b. Pour le point &, nous avons immédiatement la 
substitution, puisque P, et P, deviennent respectivement 


e2TiaP, et e2rix Por. 


Quant à la seconde rotation, nous trouverons la substitution 
correspondante en prenant P, et P,: sous la forme donnée par 
les deux premières des formules (3). Alors, nous voyons que P4 
et P, deviennent respectivement pour une rotation positive autour 
du point à : 

6) age?Tib Ps + ag e?rif'Pe, 
a e2Tif P8 + a e2mif! Par. 

Remplaçons alors Pg et Pg par leurs valeurs en P, et P,, nous. 
aurons la substitution cherchée. Pour faire ce calcul le plus rapi- 
dement, écrivons 

Pa = ag Pg + ag Pg, 
Px= À agPg+ l'agPe, 
en posant 
AR TETE 


ag” ag 


on aura, pour les expressions (6), 


P À'e2niB — À e?nif! e2ñif LE e2nis 
px Th ee —— , DT CREER TE 
RRRTE RE CENT Pa CES Y EMA 


AA (e2mif — e2nif!) p A'e2mif" — } e2if 
+ 


À} 7. ; 


Pa re À 
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À | S ; 
Le rapport &; est donné par les formules (5) en fonction des &, 


5, y. [reste donc seulement dans cette substitution, une con- 
stante arbitraire. Il devait bien en être ainsi, puisque P, et P,, sont 
déterminés seulement à un facteur constant près. Pour avoir des 
substilutions entièrement déterminées, posons 


La rotation autour du point a donnera la substitution 


u'= e?Tia y, 


(l 0’ — e2Tic! D. 
La rotation autour du point b donnera la substitution 


[_,  À'e?nif — ) e2xif 
ui 


u + (e2mi$"— e2rif )p, 


a — 
“ | , _ AN(erTif— ermiff) … N'ermf} esp 
are [44 ne FT Caro mcie 
À NOEL À 2 9.8: "SA À , 


Nous n’avons plus maintenant, dans les substitutions (® et 
1 


r 


(22), aucune indéterminée, puisque + est connu et égal à 


sin(a + f'+y')r.sin(x + 8 ++')r 
sin (@'+ + ')x.sin(a + 8 + V'}x 


Par suite, nous pouvons regarder les deux substitutions Y, 
et E, comme les deux substitutions fondamentales du groupe 
SN f ; ga . “4 , IAE ERA 20 
de l'équation différentielle hypergéométrique prise sous sa 
Jorme la plus générale. 


Nous voyons donc comment les considérations développées par 
Riemann permettent de trouver facilement le groupe de l’équa- 
ton différentielle hypergéométrique. Après avoir étudié l’ex- 
pression des fonctions P sous formes d’intégrales définies, nous 
aurons à revenir, dans la Section suivante, sur ce groupe en le 
donnant sous une forme plus simple que celle que nous venons 
d'obtenir. 

La méthode suivie par Riemann n’en reste pas moins la plus 
intéressante, puisque les principales propriétés de la fonction sont 
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déduites uniquement de sa nature au voisinage des points singu- 
liers, sans recourir à aucune représentation effective de cette 
fonction. 

On retrouve dans les quelques pages du petit Mémoire de l’il- 
lustre auteur l'esprit original et profond, excellant à prendre les 
questions de haut, que nous avons déjà eu l’occasion d’admirer 
dans la théorie des intégrales abéliennes. 


IT. — Intégrales hypergéométriques. 


6. Appelons intégrale hypergéométrique une intégrale de 
la forme 


h L 
ÿ = ff (u— a) t(u— ajrt(u—x}h-1du 


dont les limites g et À sont deux des quantités &,, &2 et oo. On 
suppose, bien entendu, que l'intégrale ait un sens. Si donc, par 
exemple, on prend l'infini pour une des limites, c’est que 


bi+ ba+X<o. 


L'intégrale considérée est une fonction de x et satisfait à une 
équauon différentielle, que nous allons former. Posons 


ÜU= Qu — ait (u — ao )bi-1, 
Nous aurons, en appliquant la règle de différentiation sous le 
signe d'intégration 
k 
dy : 
— = —( À — 7 A er 
Fra (2 ) f U(u—zx)\2du, 


2 h 
PT = (À D). U(u—x)k-3du. 


Cela étant, considérons la fonction 
G(u)=(u—a)hn(u— a3)r(u —x)2; 


elle s’annule pour les limites g et L que l’on a choisies, du mo- 
ment que, pour ces limites, l'intégrale a un sens. Calculons la 
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différentielle de G(w) : si l’on pose, pour abréger, 


OC ou e 
ou) = bi(u— a) + bu — a;), 
il vient 
dG(u) = Ug(u)(u — x)? du + (À — 2)U f(u)(u — x)=3 du. 
D'autre part, R 
Jtu)=f(x)+(u—x)f(z)+ He 
pu) =v(xz)+(u—xr)v'(x). 
On a alors 
(Â—1)dG(u)= (À —1)(À—2)f(x)U(u — x)\3 du 
+ DULe(e)+ (A — 2) f(&)](u — du 


+ U [a 1)9'(xT) + D 2) | (u— x)-1 du. 


En intégrant les deux pa de cette identité entre get , 


d? 
el se reportant aux valeurs de ‘ ue et da LA on trouve 


À —1)(À — 
[One ce) + PIE pre] 


— [se + 0 »)f'(a)] A 


dx? 


Telle est donc l'équation linéaire de second ordre, à laquelle 
satisfont les fonctions y. 
Dans le cas où l’on fait 


et de plus 


ÀÂ=1—a, bi=i+a—7y, ba = y — 8, 


où a l'équation différentielle 
dy d' 
æx(i— x) er +[y—z(a+8+r] D — 28 y = 0, 


qui est l'équation hypergéométrique, sous la forme considérée 
par Gauss. 
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7. Nous avons supposé dans ce qui précède les constantes b,, 
b», À telles qu’une intégrale de la forme indiquée ait une valeur 
déterminée. On aura dans tous les cas une intégrale de l'équation 


Lo 


différentielle en procédant de la manière suivante : Partons du 
point &, (distinct de &;, a: et), en donnant à l'expression 


Qu — aj)at(u — as rt (u — m1 


une de ses déterminations, et prenons l'intégrale 
(7) ft an Qu — as )brt (u — x) 1 du, 


en décrivant dans un certain sens un contour C, autour de di, puis 
un contour C» autour de &a;, ensuite le contour C,, mais en sens 
inverse, et enfin le contour C également en sens inverse Graal 
La fonction G(), considérée ci-dessus, reprendra évidemment la 
même valeur quand « reviendra en w, après avoir décrit le con- 
tour complexe qui précède, et, par suite, nous aurons une solu- 
uon de l'équation différentielle en prenant l'intégrale le long de 
ce contour. S1 l’on suppose que l'intégrale (7) reste finie pour 
U—= €; et Uu— &», on retrouvera bien ainsi l'intégrale du & 6. 
Soient, en effet, 


les intégrales (7), prise de w, en a, et de w, en &>, avec la valeur 
initiale choisie pour la fonction sous le signe d'intégration. L’in- 
tégrale correspondant au contour complexe sera 


Uc, (1 — e2mbii) LU, e2nbii(r — e?mbii) 


H U, e2nbi+b)i(r Las eT2nbii) ME Up e?Tbi(r LS e—?Tbii), 


c’est-à-dire 
(Ua, ER U:.) (I che e?Tbai) (1 + E?Tbai), 
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et la différence U, — U, , représente précisément l'intégrale (7) 
prise de a, en @>. | 


8. Nous avons, au $ 6, donné aux limites get A les valeurs a,, 
az et ©; On peut aussi donner à ces limites la valeur x. Démon- 
trons-le en supposant que les différentes intégrales obtenues en 
donnant à z et À deux des valeurs 


aient un sens; la proposition sera évidemment générale. Il faudra 
seulement recourir, dans le cas contraire, aux intégrales considé- 
rées dans le Te précédent. paie encore un point arbi- 
traire w, et traçons les lignes 


Uo di, UoT, Ua», UD, 


ces lignes se suivant autour de w, dans l’ordre qui vient d’être 


ee) 


indiqué (fig. 13). C’est la figure toute semblable à celle que nous 
avons faite (tome Il, p. 223). En désignant par 


(ERA Uz, Us, Ux 


les valeurs de l’intégrale (5) prise de w, en di, TZ, &2 et œ avec 
une même valeur initiale pour la fonction sous le signe d’intégra- 
uon, nous aurons, comme à la page 224 (tome IL), 


(1 — e?biT) U;, Je (e2bini eXbi+Nri) (F2 


+ Lei Nmi eb+b Nm] Ue, + Letti+b4Nmi 1] Vo, 
Cette formule montre immédiatement que 


Ux— Ua, 
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s'exprime par une combinaison linéaire et homogène de 
Us — Us, Ua, — CA tree U:, 


etest, par suite, une intégrale de l’équation différentielle. Il en est 


de même de U;—U,, et U;, — U... 


9. Nous avons, dans la Section I, trouvé, d’après Riemann, le 
groupe correspondant à l'équation différentielle du second ordre 
dont l’étude fait l’objet de ce Chapitre. On peut nécessairement 
donner au groupe différentes formes. La considération des solu- 
uons de l'équation sous forme d’intégrales conduit à une forme 
très simple des deux substitutions fondamentales du groupe pour 
deux solutions particulières bien précisées. C’est ce que nous 
avons montré au l'ome IT (pages 224 et suivantes). Il nous suffira 
donc de nous reporter à ce passage, en remplaçant seulement a et 
par b, et b,, et les points o et 1 par à, et &:. Nous avons consi- 


déré les deux intégrales 
O1 — U;— 15572 


(OP) —= U,; — U7. 


Les deux substitutions fondamentales S, et S, du groupe 
correspondant respectivement à une circulation dans le sens 
négatif autour de a, et à une circulation dans le sens positif 
autour de a; sont 


wi = e2i+NTi uw, 
w! _ W9 se [e—2i+ni — e?Àni] y, 
w! — on =E ['e2tba+dmi e?mi | O2, 


w, — e2br+N ni (ps. 


10. Si l’on pose 


on pourra faire correspondre au groupe précédent un groupe li- 
néaire relatif à 3 dont les substitutions fondamentales sont 


e—2(b;+lri z 
&) bats) 


Te (e—2bi+}mi e—2Àmi) Z 


[3, e2b;+Nri z de (i — e—20,Ti )] S 
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Nous allons montrer, en supposant réels }, b, et b», qu’on peut. 
trouver un cercle qui est transformé en lui-même par les sub- 
stitutions (X;) et (22). 
Remarquons d’abord que, z désignant + + y, l'équation d'un 
cercle peut se mettre sous la forme 


Azz0+ Bz+B:30+ C = 0, 


À et C étant des constantes réelles, B et B, étant des constantes 
imaginaires conjuguées, et z9 désignant x — y. 

En écrivant .que le cercle est transformé en lui-même par la 
substitution (£:), on obtient les deux équations 


B (1 _ e—?2biti) 4e Bo(i1 — e+2bini) fe (e2bimi 5) (e—?bimi—;) eo 
B (e2{bi+Nri Us 1) — G (1 abs e?biti), 


et l’on voit facilement que la première est une conséquence de la 
seconde. 
Pareillement la substitution (£,) conduit aux deux équations 


B # r. er 2bsnt) 2e Bo(r es e+20:mi ) He. À (t _— e—2bimi) (I Hs e?b:ni) ET 4 
B (e2(@+Nni 1) — A (1 — e2bimi), 


qui se réduisent aussi à la seconde. 
On a donc seulement les deux équations 


B Le2tba+Dri 1] En [r ANR e?bimi], 
B ['e2(i+ni 1] = C [1 E CAL UT 


Il faut qu'on puisse satisfaire à ces équations en prenant Acet C 
réels. On voit de suite qu’il en est ainsi, car on peut remplacer la 
seconde équation par la suivante : 


Â Ce2rbii 1)[ entr 1] 


CUS (errbi—)[erntitNE ;] , 


et l’on s’assure que le second membre est réel, en remarquant qu'il 
ne change pas quand on change £ en — à. 

. La circonférence que nous venons de trouver peut être réelle ou . 
imaginaire. Elle sera réelle si 


BB, — AC > O, 
comme il résulte de l'équation du cercle, mise sous la forme 


(Az —- Bo)(A 30 + B) + AC — BB, 0. 
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En substituant les valeurs trouvées pour A, B, C, cette inégalité 


devient 


(e2Thi— 1) [e2mhii — e?2rbi+Ni] (1 — C?2Tbii) (1 — eT?2Tnbit) mA 


Suivant la valeur numérique de À,-b, et b,, le premier membre 
peut être tantôt positif et tantôt négatif (!). 


11. Faisons encore une remarque relative aux substitutions de 
la forme 
__az+b 
IG s 


a, b, c, d étant des constantes. Une telle substitution transforme 
une circonférence en une circonférence; c’est ce que l’on voit de 
suite en mettant l'équation de la circonférence sous la forme dont 
nous nous sommes servi plus haut 


À 330 + B z + Bo 30 + CG —t0;: 


as + 0, 


En mettant - 
3 + SAR 


à la place de , on a une équation de même 


forme. 


III. — Représentation conforme au moyen du rapport 
de deux solutions de l'équation hypergéométrique. 


12. Reprenons l’équation différentielle du second ordre 


y 


d 
+y—(a+p+ne]S —afy= 0, 
et désignons par ÿ1 et Y2 deux solutions linéairement indépen- 
dantes de cette équation. Posons 
J'1 


8 DRE 
(8) : 


n 


(!) J'ai développé les calculs que je ne fais qu’indiquer ici dans mon Mémoire. 
Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries hy pergéometriques 
de deux variables (Annales de l’École Normale supérieure, 1885). Dans le 
domaine de deux variables complexes indépendantes, le cercle précédent est rem- 
placé par une hypersphère. 
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et regardons cette équation comme établissant une relation entre 
æ et 3. Pour une valeur déterminée x, de x, distincte de o,1 et 
æ, supposons que % prenne la valeur 3, (celle-ci pouvant être in- 
finie). L’équation (8) donnera pour x une fonction de z holo- 
morphe dans le voisinage de 3, et prenant pour 3 — 3, la valeur 
æo. Pour le démontrer, supposons d’abord z, fini; l'énoncé pré- 


cédent ne serait inexact que si la dérivée de 71 et par suite 


PJ? 


s’annulait pour x = x,. Or ceci est impossible, car il est évident 
que si y, et y2 désignent deux solutions distinctes de l'équation 
linéaire du second ordre 


& y dy fe 

pepe FN pe +gÿy = 0, 
on a 

dy dy2 — Ce—fpdx 


ns Fm € Ve 
Vars “1x 


C étant une constante différente de zéro, et par suite le premier 
membre de l'identité précédente est différent de zéro pour une 
valeur de + distincte des points singuliers. 

S1 39 était infini, c’est-à-dire si ÿ2 S’annulait pour x — x,, cette 
racine +, serait simple, l’autre intégrale y, ne s’annulerait pas 
pour cette valeur de x, et l’on aurait alors dans le voisinage 


de Zo 


PI MS ITS (AS 


42 TX — Lo 


les termes non écrits étant holomorphes : il est clair que l’inversion 
se fera d’une manière uniforme dans le voisinage de 3 — co. 

Il résulte de la remarque précédente que, si l’on a dans le plan 
de la variable x une aire limitée par un contour simple et ne con- 
tenant aucun des points singuliers o, 1 et co, l'équation 


JA 
J'2 


— 7 
— 


fera correspondre à cette aire dans le plan de la variable z 
une aire également limitée par un seul contour, et à l’intérieur 
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de laquelle ne se trouvera Pas de point critique de la fonction 
x de 3. Il n’en faudrait pas conclure que l’on aura nécessairement 
ainsi deux aires se correspondant point par point ; il peut arriver 
qu'à un point 3 correspondent plusieurs valeurs de +, et que par 
suite l’aire dans le plan 3 se recouvre partiellement elle-même. 11 
est aisé de donner un exemple simple d’une telle circonstance ; 
prenons la relation 


} 
T° = 3, 


et dans le plan + une aire simple ne comprenant pas l’origine et 
telle que la symétrique par rapport à l’origine de certaines parties 
de l’aire soit contenue dans celle-ci. On aura comme figure cor- 
respondante dans le plan 3 une aire limitée par un seul contour, 
ne comprenant pas l’origine à son intérieur, mais qui se recou- 
vrira partiellement elle-même, de façon qu’à certaines valeurs de = 
correspondront deux valeurs de x. 


13. Nous allons supposer maintenant que dans l'équation dif- 
férentielle «, 8 et y sont réelles et nous voulons chercher quelle 
est dans le plan 3 la figure correspondant au demi-plan P de Ja 
variable x situé au-dessus de l'axe des quantités réelles (1). Dans 
le demi-plan P, z est une fonction uniforme de +, puisque y, et 
Ja n'ont comme points singuliers que les points o, r etc. 

Partageons, dans le plan +, l’axe des quantités réelles en trois 


segments 
T0 OO RTS TT 00 


Considérons l’un de ces segments : soit, pour fixer les idées, le 
segment 0, 1.Je suppose d’abord qu’en un point réel x,, compris 
entre Oo et 1, on se donne des conditions initiales réelles pour les 
deux'intégrales y, et y2; celles-ci seront réelles pour x réel et 
compris entre o et 1 et il en sera de même du rapport 


(*) Cette étude a été faite pour la première fois par M. Schwarz dans son cé- 
lèbre Mémoire : Ueber dienigen Fälle, in welchen die Gaussische hy pergeome- 
trische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt 
(Journal de Crelle, t. 75). | 


P. — III. 21 
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et, par suite, le point décrira un segment de l’axe des quantités 
réelles dans son plan quand x variera entre zéro et un. Comme 


on a 
j dyi dY2 
dz NS pr nie CE JS Re 
CH QE CONTE MS Er ESS OE EE 
dx 7? . ‘ 


il en résulte que, suivant le signe de GC, z 1ra constamment en 
croissant ou en décroissant quand æ croîtra. Il y aura donc une cor- 
respondance bien déterminée entre le segment (0, 1) du plan # 
et un segment (qui pourra contenir le point à l'infini) de l'axe 
réel du plan z. 

Si, au lieu des intégrales que nous avons considérées et qui 
sont réelles pour x entre zéro et un, nous avions pris deux inté- 
grales quelconques, cherchons quelle eût été la courbe correspon- 
dant au segment (0, 1). La recherche est facile; au lieu de y, et 


2, nous aurions les deux intégrales 
Pyi+Qÿy» : Ryi+Sÿa, 


P, Q,R, S étant des constantes et, par suite, au lieu du rapport 
: considéré plus haut, le rapport 
P z + Q: 
Rz+S 
Or, quand le point 3 décrit un segment de l’axe réel, le point 
P z + Q 
Rz+S 
Il en résulte qu'au segment (0, 1) correspond uniformément un 
arc de cercle. 
Reprenons donc notre question. Ayant fait choix de deux inté- 


grales distinctes, d’ailleurs quelconques, nous posons 


décrit un arc de la circonférence correspondant à l’axe réel. 


£ 
ÿ2 


ùn 


et nous considérons le demi-plan P. À chacun des segments de 
l'axe des quantités réelles correspondent dans le plan 3 trois arcs 
de cercle. Quand x parcourt l’axe réel de — & à + (en évitant 
seulement par des petites courbes situées au-dessus de l’axe réel 
les points o et 1), le point z z décrit, en marchant toujours dans le 
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même sens, les côtés d’un triangle curviligne formé d’arcs de 
cercle. Les trois sommets de ce triangle correspondent respecti- 
vement aux points O, 1 et æ. 


Cherchons les angles de ce triangle. Nous désignerons par @, b 


2 
c les trois constantes réelles positives 


a=|1—7 


2 
b—|ax— 6, 


C—=|y—a—8|, 


Dans le voisinage du point x — 0, l'équation différentielle a deux 
solutions de la forme | 


RAS), Na REY AR) 


Ja et f2 étant holomorphes et différents de zéro pour æ=o.llen 
résulte que, pour ce choix particulier d'intégrales, et par suite pour 
toutes (pour que l’on passe d’une détermination z à une autre par 
une substitution n’altérant pas les angles), l'angle des deux côtés 
du triangle au sommet qui correspond à x — 0, compté dans l’in- 
térieur de l'aire, sera égal à 


ar, 


puisque l'argument de æ!-Y varie de (1—Y)T quand x est à 
gauche et à droite du point o sur l'axe réel. Si l'angle ax est su- 
périeur à 27, l'aire du plan des z se recouvrira elle-même. 

On verra de la même manière que l'angle compté dans l’intérieur 


de l’aire est égal à 
CT 


pour le sommet qui correspond à æ—1, ce qui résulte de l’exis- 
tence de deux intégrales de la forme 


Ji= f(x), Jo=(r—i) RS f(x). 
Enfin pour le sommet Correspondant à x — , on aura l'angle 
Or, 
car on a les deux solutions, pour x très grand, 
aa) SES 7e TN 


Ja etfo étant holomorphes et différents de zéro pour æ—, et 
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l’on voit alors que, dans le quotient DE s’introduit le facteur x* 6. . 
1 


Ainsi nous arrivons à la conclusion qu’au demi-plan corres- 
pond, dans le plan z, une aire à contour simple, limitée par 
trois aires de cercle; cette aire peut se recouvrir partiellement 
elle-même et aussi contenir le point à l'infini. 

Nous avons supposé implicitement qu'aucune des constantes 
a, b, c n’était égale à un entier. Prenons par exemple &, et sup- 
posons que y = 1. D'après la théorie générale des points singu- 
liers réguliers, nous aurons dans le voisinage de x — o les deux 


intégrales 
Yi=fi(æ ) Ve= fa(x) + logz f(x). 


Le rapport a est alors de la forme 
1 
logx + ?(æ), 


o(æ) étant holomorphe dans le voisinage de x — 0 et à coeffi- 
cients réels. Quand x s'approche de zéro sur le segment (1, 0), 
z s'approche de — sur l'axe réel, et ensuite quand +, décrivant 
un demi-cercle infiniment petit pour éviter le point o, suit le seg- 
ment (0, —), le point 3 décrit une parallèle à l'axe réel, d’or- 
donnée =, et en venant également de —. L’angle sera donc égal 
à zéro. 

On vérifiera de même que, si a —1, l’angle des deux côtés du 
triangle sera égal à x, de sorte que le résultat énoncé plus haut est 


général. 


14. Abordons maintenant un cas particulièrement intéressant 
où l’on aura une correspondance uniforme entre le demi-plan P 
et l'aire correspondante du plan 3. Ce cas est celui où l’on a à la 
fois 

Fe Aa D GES Co 

Nous allons voir que l’on a alors d’une manière uniforme une 
représentation conforme du demi-plan sur un triangle d’arcs de 
cercle. Nous le montrerons bien nettement en suivant par cont- 
nuité à partir d’un cas pour lequel la question ne présente aucune 


difficulté. 
Si l’on prend, pour les trois constantes de la série hypergéo- 
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métrique, 
Xo == 0, Bos Yo: 


on a, pour une des intégrales, une constante, et pour l’autre 
TL 2 
“ uYo(u —1)Yo—Bo—1 du, 
a 


et cette expression peut servir à effectuer la représentation con- 
forme du demi-plan P sur un espace limité par trois droites. 
Posons, comme plus haut, 


Vol, bo = | Bo|; Co = | Yo — Bol. 


Go = |1 


Nous supposons 
A < 2, bo < 2, Co < 2; 


de façon que les sommets ne soient pas des points de ramification. 
Le contour ne pourra se couper lui-même, car alors les trois 
droites ne limiteraient plus une aire (voir, pour ces questions déjà 
étudiées au tome IT, le Chapitre de ce Tome relatif aux représen- 
tations conformes, pages 258 et suivantes). 
S1 l’on a en particulier 
Yo < I; 
Yo— Bo > 0, 


on obtiendra, en égalant l'intégrale ci-dessus à z, un triangle rec- 
uligne tout entier, à distance finie, avec les angles 


OT UT CT) 
en posant alors 


= rate (A 
GoUE (0: Do = Bo; Co Yo Pos 


et la somme de ces angles est bien égale à 7. 

Imaginons maintenant que l’on parte de ces dernières valeurs 
de &o, Pos Yo; l'équation hypergéométrique correspondante nous 
donne la représentation du demi-plan sur un certain triangle rec- 
tiligne. Faisons alors varier les coefficients a, B, y à parür de ces 
valeurs de &5, Bo, Yo; la représentation se fera sur un triangle 
d’arcs de cercle, et l’on peut supposer que les sommets restent 
les mêmes, puisqu'on dispose de trois constantes dans le rapport 
des deux intégrales. On suppose d’ailleurs que &, 6, y varient de 


EL Pr CITE RER 
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manière que l’on ait toujours 
LD, PONT ET 7 


Le triangle d’ares de cercles est d’abord peu différent du 
triangle reculigne initial. Il ne peut pas arriver que, pendant la 
déformation, deux côtés du triangle se coupent entre eux, car cette 
circonstance ne peut se présenter que si, à un certain moment, 
les côtés ont fait entre eux un angle égal à zéro ou à 27; or nous 
pouvons faire varier 4, B, 7 de manière que 


di AOC 


varient depuis leur valeur initiale &,, bo, © jusqu’à leur valeur 
finale sans passer par zéro ou par deux dans l'intervalle. 

Il résulte de ce qui précède que, pendant la variation continue 
des paramètres, nous ne cessons pas d’avoir dans le plan 3 une 
aire simplement connexe, ne se recouvrant pas partiellement 
elle-même, et donnant une représentation conforme du demi- 
plan P; cette aire est un triangle curviligne dont les côtés sont 
des arcs de cercle. Les angles intérieurs de ce triangle sont res- 
pectivement égaux à ar, br et Cr, chacun de ces angles étant par 
hypothèse inférieur à 27. 


15. La question de la représentation conforme des triangles 
d’arcs de cercle sur un demi-plan (ou surun cercle, ce qui revient 
au même) peut être posée a priori, et, en analysant ce problème, 
on retrouve l'équation différentielle de la série hypergéomé- 
rique. Nous ne nous placerons pas à ce point de vue qui a fait 
l’objet d’un Mémoire de M. Schwarz (); nous allons seulement 
former, en partant de l’équation linéaire du second ordre qui 
vient d’être étudiée, l'équation différentielle du troisième ordre, 


à laquelle satisfait le rapport z — me 
1 
Soit, d'une manière générale, l'équation linéaire 


(*) H.-A. Scxwarz, Ueber einige Abbildungsaufgaben (Journal de Crelle, 
t. 75). M. Darboux a consacré un très intéressant Chapitre à ces questions dans 
le Tome I de ses Lecons sur la Théorie des surfaces, p. 170. 


di ‘à 
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dont y, et y2 représentent deux intégrales distinctes. Le rapport 


Ja 
1/4 


dépend manifestement de trois constantes arbitraires, puisqu'on 
peut remplacer y, et y» par des combinaisons linéaires. Il satisfait 
donc à une équation du troisième ordre que nous allons former. 
Le calcul est immédiat; si l’on forme 


si l’on différentie ne on aura, en se servant de l’équation diffé- 
1 
rentielle, les expressions de ces trois dérivées au moyen de 
dy dY> 
AR M Art 
En y joignant z — 22, on a quatre relations homogènes en y1, 
Je ; 
dy: dy L’ sl; : 2 SL " 
Ja 7? nn L'élimination de ces quatre quantités donne alors 


l'équation cherchée. On trouve ainsi 


10 3 LA LT HME R Es) 


dx dx3 dax? 
dz \? 
2 us 
dx 


Dans le cas de l'équation hypergéométrique, le second membre 


MAPS ‘ CROP 
NE dx 


se réduit à 
1 — a? 1 — D? a?— b?+ c2—1 
© — ———— 
2%? 2(1— &)? 2T(1—%) 


2 


en posant, comme nous l’avons fait précédemment, 
dy), b=(a—$}, = (y—a— hp}. 


Ceci nous explique pourquoi les quantités qu’on peut supposer 
positives a, b, c jouent seules un rôle dans les questions relatives 


au rapport V2, comme nous l’avons constaté plus haut. 


J'1 


16. Nous avons obtenu ($ 14) la représentation conforme du 
demi-plan sur un triangle formé par trois arcs de cercle, au 
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moyen du quotient de deux intégrales de l'équation hypergéo- 
métrique. Nous allons passer de là facilement à une représentation 
du plan tout entier sur lequel sont tracées deux coupures. 
Supposons d’abord que la représentation du demi-plan P ait été 
faite au moyen du rapport de deux intégrales réelles sur le segment 
(0,1). Traçons sur le plan la coupure (—%,0) et la coupure 
(1, +) que le point + ne va pas franchir. Dans ces conditions, le 
rapport 3 est une fonction uniforme de x dans tout le plan. À la 
partie supérieure du plan des, c’est-à-dire au plan P correspond 
dans le plan 3, d’après les paragraphes précédents, un triangle T 
d’arcs de cercle; un des côtés de ce triangle est rectiligne ici : c’est 
celui qui correspond au segment (0, 1). Puisque la fonction z est 
réelle sur le segment (0, 1), elle prendra des valeurs imaginaires 
conJuguées pour deux valeurs de x imaginaires conjuguées, c’est- 
à-dire pour deux points symétriques par rapport à l’axe réel. Par 
suite, au demi-plan inférieur correspondra un triangle d’arcs de 
cercles symétrique du triangle T par rapport à son côté rectiligne. 
L'ensemble du triangle T et de son symétrique correspondra donc 
au plan æ tout entier dans lequel on a tracé les deux coupures 


Fig. 14 
LA ; 
# nee pan RS 
— © mA, FU 1 res 


(—, 0) et (1, +). On aura, par exemple, les figures suivantes 
où l’on représente le plan æ& et le plan 3. 

Soit d’abord le triangle ABC avec le côté rectiligne AB, qui 
correspond au segment (0, 1); nous figurons le triangle ABC sy- 


métrique de ABC par rapport à AB. Le quadrilatère ACBC! donne 


une représentation conforme du plan æ où sont tracées les cou- 


| 


DES FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES. 317 


pures (—, o) et (1, +). Le côté AC correspond au bord supé- 
rieur de la coupure (0, —) et le côté AC/ au bord inférieur de 
cette même coupure. Ainsi à deux points m et m/, considérés 
comme appartenant respectivement aux bords supérieur et infé- 
rieur de la coupure (—<, o), correspondent deux points Met M' 
situés sur AC et sur AC. En désignant par 3 et z/ les affixes de 
ces deux points, on aura 


,  az+b 


EE LT 
cz + d 


__az+b 
Mecs 
correspond précisément à la rotation mpm/ effectuée par æ au- 


tour de O dans le sens négatif. 
Il y aurait de même une seconde substitution 


.) 

% Y3+ 0 É 

transformant BC en BC/: Les côtés du quadrilatère ACBC se 
correspondent donc deux à deux par une substitution linéaire. 


et la substitution 


Dans la figure que nous avons dessinée, nous avons supposé 
que le triangle ACB était tout entier au-dessus de AB ; il pourrait 
en être autrement, et alors le quadrilatère total pourrait se recou- 
vrir partiellement lui-même. 

Si, au lieu de prendre le rapport z de deux intégrales réelles 
sur le segment (0, 1), nous avions pris le rapport de deux inté- 
grales quelconques, le triangle ABC n'aurait plus eu de côté 
rectligne. La figure obtenue aurait été la transformée du quadri- 
latère ACBC par une substitution quelconque de la forme 


(: az + à) 
PR 

Or, une telle substitution transforme le segment de droite AB 
en une circonférence; il s’agit de savoir ce que deviennent deux 
points P et P' symétriques par rapport à AB. Désignons par 48 le 
segment d’un cercle T correspondant à AB, et soient x et +’ les 


transformées de P et P’. Tout cercle passant par P et P'est ortho- 
gonal à AB; donc tout cercle passant par + et +’ est orthogonal 
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à l'(la transformation transformant les cercles en cercles et conser- 
vant les angles). 

En particulier, la droite rx’ sera normale au cercle F et, par 
suite, passe par son centre E. Or, on sait que deux points r et r/, 


situés sur le diamètre d’un cercle et tels qu'un cercle distinct de 
ce diamètre et passant par ces points soit orthogonal au cercle, 
sont conjugués par rapport à celui-ci, c’est-à-dire que 


Er.Er=R?, 


R désignant le rayon du cercle. Les deux points t et r! se corres- 
pondent donc dans la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, qui laisse invariables les points de l. Les deux triangles 
275 etaY'$ correspondant respectivement à ACB et AC!B sont 
donc transformés l’un de l’autre par une inversion relative au 
cercle T'; on peut dire encore qu'ils sont l’image l’un de l’autre 
par rapport à ce cercle (!), comme on le dit pour le cas où af se 
réduit à un segment rectiligne. 


IV. — Remarques générales sur les substitutions linéaires 
transformant un cercle en lui-même. 


17. Nous aurons à considérer, dans le Chapitre suivant, des 
substitutions linéaires transformant un cercle en lui-même. Telles 


sont les substitutions du groupe de l'équation hypergéométrique, 


(*) Cette notion de l’image d’une figure par rapport à un cercle avait été déjà 


posée par Riemann dans ses Travaux Sur les surfaces minima. Elle a été parti- 
culièrement développée par M. Schwarz dans les Mémoires que nous avons déjà 


cités. 
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dans le cas où le cercle obtenu au $ 10 est réel. On peut tou- 
jours supposer que le cercle se réduit à une droite, et que cette 
droite est l’axe des quantités réelles. 

Une substitution linéaire transformant la droite en elle-même 


( az + b 
4 NAS DS A lb 
_?c3+d 


a, b, c, d étant réels, et l’on supposera, comme il est évidem- 


est alors de la forme 


ment permis, que 
ad — bc—1. 


Ceci posé, cherchons les points que la substitution laisse inva- 
riables. Ils correspondent à l’équation 


az b 
MER | 47 
Ca ti 


c'est-à-dire à l'équation du second degré 
(8) ca?+(d— a)z—b—o. 
La quantité sous le radical 
(d— aÿ +ibce 
se réduit (en tenant compte de la relation ad — be — 1) à 
(a+ dy? — 1. 


Nous avons donc différents cas à examiner suivant le signe de 
cette différence. Remarquons auparavant que, conformément à la 
théorie générale de la réduction des substitutions linéaires, on 
peut, par un changement linéaire de variables, ramener la substi- 
tution à la forme 


(Z, pZ), 
u étant le rapport des racines, supposées distinctes, de l’équa- 
lion en À 
(9) a À b 
A0: 
* c d— } 


S1 cette équation a ses racines égales, la substitution se ramè- 


nera à la forme 
(Z, Z+h). 
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On doit remarquer que la quantité sous le radical est la même 
pour les deux équations du second degré (8) et (9). 


18. Soit d’abord 
(a+ dd} > 4. 


La réduction à la forme canonique se fera par une substitution 
réelle, et l’on aura 


3— 0 


z —6: 


2 el $ étant deux racines réelles de l'équation (8), et la substitu- 


Z = 


Lion pourra se mettre sous la forme 


AE Ze 


; EEE € 
EEE: 


le multiplicateur 4 étant aussi réel et positif, puisque l’équa- 
Uon (9) a ses racines de même signe. 

Les deux points que la substitution laisse invariables sont dits 
les points doubles de la substitution. Dans le cas actuel ces points 
sont situés sur l'axe réel. La substitution est dite alors hyper- 
bolique (\). 


19. Supposons maintenant 
(a + d} < 4. 


Nous pouvons encore donner à la substitution la même forme, 
mais alors & et 8 sont imaginaires conjuguées, et x est une quan- 
té imaginaire dont le module est égal à 1. Les deux points dou- 
bles sont imaginaires et il n’y en a, par conséquent, qu’un dans le 
demi-plan supérieur. 

Soil 

p = er, 
ÿ étant réel. La substitution 
L'nuT. 


transforme une courbe passant par = o en une autre courbe 


(*) La classification des substitutions linéaires à une variable à été faite par 
M. Klein dans ses Travaux Sur la transformation des fonctions elliptiques. 
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par le même point, et les deux courbes font visiblement entre 
elles, en ce point, l'angle 0. Par suite à une courbe, passant par le 
point 3 — 4, correspondra une courbe passant par le même point 
et faisant avec elle l'angle 6. On dit ici que la substitution est e/- 
liptique. 

20. Passons au cas particulier où 


(a+ d)} = 1. 


Soit à la racine double de l'équation (8); on peut prendre ici 


NE 


ar D 0 À 


et la substitution a alors la forme 


Etre Para 
LL étant une constante différente de zéro. 

La substitution est dite alors parabolique; il n'y a qu'un point 
que la substitution laisse invariable : c’est le point 3 — 4, situé 
sur l’axe réel. Une courbe passant par le point double à pour 
transformée une courbe passant par ce point et qui lui est tan- 
gente, ce qui se déduit de suite du cas précédent, en regardant la 
substitution parabolique comme la limite d’une substitution el- 


liptique. 


—————_——_—+ Q 


©Q9 
D 
D 
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CHAPITRE XII. 


SUR UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES DÉDUITES 
DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE HYPERGÉOMÉTRIQUE. 


I. — Les fonctions de M. Schwarz. 


1. Nous allons maintenant étudier des cas étendus, signalés 
par M. Schwarz, où l’inversion du quotient de deux intégrales de 
l'équation différentielle hypergéométrique conduit à une fonc- 
uon uniforme. Nous voulons donc que, y, et y2 désignant deux 
intégrales distinctes de cette équation, la relation 


V1(x) ur 
Ja(æ) 


2 


donne pour x une fonction uniforme de 3. 

Revenons d’abord aux constantes À, b,,b2:, comme nous l'avons 
fait dans l’étude des intégrales hypergéométriques (Chapitre XII, 
$ 6). Nous savons que l’on peut trouver deux intégrales, dont le 
rapport dans le voisinage de l’origine + —0 peut se mettre sous la 
forme | 

EN FT P(æ), 
P(x) étant holomorphe et différent de zéro pour + = o. Il suffit, 
pour s’en assurer, de prendre les deux intégrales correspondant 
aux deux racines de l'équation déterminante. 

De même, pour æ— 1, on aura deux intégrales, dont le quo- 
tient se mettra sous la forme 


(SEE O CR) 


Q(x) étant holomorphe et différent de zéro pour x = 1. Enfin, 
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dans le voisinage de æ —, nous avons un rapport susceptible de 
la forme | 


a'bitb 1 R(æ") (= à ) k 
T 


R(x') étant holomorphe et différent de zéro DOUF EE 04 
Pour que l’inversion se fasse d’une manière uniforme, il faudra 
que les trois nombres 


À + bi—:1, À + ba —1, Oi+ b2—1 


sotent les inverses de nombres entiers. Soient donc 


Nb = 
nm 
T 

Nabe re =, 
ñ 
I 

bi+ bs—1 = —, 
P 


m, R, p étant trois entiers que nous pouvons supposer positifs, 
car nous verrons dans un moment que 


a, b, c ayant la signification que nous leur avons donnée au Cha- 
pitre précédent. 
Nous aurons donc 


I ] [| 
(+r+i-i), 
m TOO 
1 TI I 
(: LS +) 
\ TIC n 
1 


I L I L 
Oa= {1 — + - + — ). 
2 PE - ) [2 


Nous nous imposons de plus la condition que l'intégrale hyper- 
géométrique (oc. cit.) ait un sens quand get À sont deux quel- 
conques des quantités 0, 1,æx et , c’est-à-dire que 


br 0, Bb > 0, XS:0, bi + ba + À € 2. 


Les trois premières conditions sont remplies, quels que soient 
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les entiers positifs m, n, p; et la dernière revient à l'inégalité 


I Ll I 
— + — + — LI. 
nt UD P 


Nous la supposerons vérifiée. 
2. Les quantités désignées par &, b, c dans le Chapitre précé- 
dent ($ 13) sont ici, puisque 


\=r—a, bi=i+a— y, ba= y —8 


[l [ Li 

ad —= —;) b =", C— —à 

m n P 
Le quotient de deux solutions nous donne donc la représen- 
tation conforme du demi-plan sur un triangle d’arcs de cercle 
(voir le Chapitre précédent). Les angles aux sommets de ce 


triangle sont 


T Te T 


2? 
mn I P 


On peut supposer que ces trois sommets sont à distance fime, 
el, puisque &, b, c sont plus petits que deux, nous sommes dans 
le cas où 1l y a une correspondance uniforme entre le demi-plan 
et le triangle ABC. 

Or, étant donnés trois cercles, il existe un cercle réel ou ima- 
ginaire les coupant orthogonalement. Soit T le cercle relatif aux 
trois cercles formant le triangle ABC, et soit AC'B l’image de ACB 
par rapport à AB; l coupera aussi orthogonalement AC/ et BC. 
On le verra de suite en supposant que AB se réduit à une ligne 
droite (ce qui ne diminue pas la généralité, comme il résulte du 
$ 16 du Chapitre précédent), car alors ACB est symétrique de 
ACB et le cercle a lui-même AB pour axe de symétrie. 

Je dis maintenant que le cercle T est réel; c’est là un point très 
important qui résulte de ce que les angles de notre triangle d’arcs 


_—_ = 
ie ie 


Là A T * 
de cercle sont égaux à —; — et - et à ce que, de plus 
TUE À 


L LI I 
— + — + 


m n P et 


Pour le voir, nous pouvons supposer que deux des côtés du 
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triangle sont rectilignes, car on peut transformer deux circonfé- 
rences en droite par une substitution linéaire. Nous aurions donc 
la disposition suivante de la fig. 19. 


L’angle rectiligne ACB est égal à *; quant à l'arc de cercle AB, 
P 


il doit tourner sa convexité vers le point C, car autrement la 
somme des angles du triangle formé par les deux droites CA, CB 
et l'arc de cercle AB dépasserait la somme des angles du triangle 
rectiligne ABC, c’est-à-dire +. Du point C comme centre, on peut 
donc décrire un cercle réel T orthogonal au cercle AB, et l’on doit 
remarquer que le cercle T ne rencontrera pas le triangle CAB. 

Nous avons supposé implicitement, dans cette figure, qu'aucun 
des angles n’était nul, c’est-à-dire qu'aucun des entiers m, n, P 
n’était infini. Supposons, par exemple, »m —; on aura alors la 
fig. 18. Ici le cercle T ne traverse pas le triangle ACB, mais passe 
par le sommet A où l'angle est nul. Ceci est général; s'il y a, 


Fig. 18. 


4 
‘ 


dans le triangle, deux sommets, ou même les trois, pour lesquels 
l'angle soit nul, le cercle orthogonal passera par ces sommets. 


3. Réduisons maintenant le cercle T à être l’axe des quantités 
réelles, le triangle ABC sera dans un des demi-plans, soit, par 
exemple, le demi-plan supérieur. 

P.— IIT. 29 
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Nous avons donc, dans le demi-plan, un triangle d’arcs de 
cercle ACB, dont les côtés sont orthogonaux à l’axe réel, et il en 


Fig. 10. 


ë $ 


sera de mème alors des côtés du triangle A C/B, image du triangle 
ACB par rapport à AB (Jig. 19). 

Si les sommets À et B correspondent aux points o et 1, la sub- 
stitution linéaire transformant AC en AC/est la substitution Y, 
relative à une rotation dans le sens négatif autour de o. (Worr la 
fig. 14 du Chapitre précédent.) 

Le quadrilatère ACBC/ correspond au plan de la variable x, 
dans lequel on a tracé les coupures (—o, o) et (1, Ho). S1 x, 
venant du demi-plan inférieur, traverse la coupure (— «, o), nous 
aurons, comme correspondant au demi-plan supérieur, un triangle 
d’ares de cercle, qui sera l’image du triangle ACB par rapport à 
AC’; soit AB/C ce triangle. Il est clair que le triangle AC/B se 
déduira du triangle ACB au moyen de la substitution X,, et le 
triangle AC/B', image de A CB par rapport à AB’; se déduira du 
triangle AC'B par la même substitution. On peut donc dire que 
le quadrilatère AC/B/C' est la transformée du quadrilatère ACBC' 
par la substitution X,. Cette substitution est évidemment à coeffi- 
cients réels, puisqu'elle a le point À comme point double et 
qu’elle transforme le cercle AC dans le cercle AC’, le cercle AB 
dans le cercle AB/, ces divers cercles étant orthogonaux à l'axe 
réel EE. | 

La substitution X,, relative à une rotation dans le sens positif 
autour de 1 et qui transforme BC en BC, est pareillement à coef- 
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ficients réels (!), et l’on Peut appliquer de la même manière cette 
substitution au quadrilatère ACB(C, Nous sommes donc ainsi con- 
duit à transformer le quadrilatère précédent au moyen des substi- 
tutions en nombre infini, résultant de la composition des deux 
substitutions X, et %. Ceci revient, d’après les explications ci- 
dessus, à partir du triangle ACB et à Jormer la suite indéfinie 
des triangles, qui s'en déduisent par symétrie en prenant les 
images de ce triangle par rapport à ses côtés, et faisant de 
même pour les nouveaux triangles obtenus et ainsi de suite. Nous 
dirons que deux quadrilatères ayant un côté commun AC, tels 
que ACBC' et AC'B'C” sont limitrophes. 

Tous les triangles seront dans le même demi-plan, puisque les 
substitutions Y, et 2 sont à coefficients réels. Il est, de plus, 
évident, d’après leur génération géométrique, qu’ils ne se recou- 
vriront pas les uns les autres, puisque leurs angles sont respecti- 
vement égaux à | 


ce qui fait que les triangles ayant pour sommet le point À sont 
en nombres égaux à 2m, la rotation autour de A ramenant le 
iiangle initial, et que, par suite, les quadrilatères sont en nombre 
m autour de À. En prenant toujours de nouveaux triangles, on 
étend indéfiniment, sans sortir du demi-plan, le domaine occupé 
par les triangles, et il est bien vraisemblable que cet ensemble de 
triangles couvrira le demi-plan tout entier (2); pour le démon- 
trer en toute rigueur quelques explications préliminaires sont né- 
cessaires. 


À, Reprenons la substitution 


7 _43+0b 


je press (ad — bc —:;), 


(") Le cercle que laissent invariables les Substitutions Yet £,, comme nous 
l’avons vu d’une manière générale (Chap. XII, $ 10), est ici l’axe réel. On peut 
vérifier directement qu'avec les valeurs actuelles de }, à et b, ce cercle doit 
bien être réel, en se servant de l'inégalité donnée (oc. Cil.). 

(?) M. Schwarz, dans son Mémoire déjà cité (Journal de Crelle, 1.75, P. 318), 
admet ce point sans démonstration. Nous suivons, pour la démonstration rigou- 
reuse, la méthode employée par M. Poincaré pour établir le théorème général 
d'existence des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. 137 
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&, b, c et d étant réels. Soient z = x qe 2 et ZX + LV on. 
aura 

ds = dr +idy 


et, en désignant par 3, la quantité conjuguée de z, 


dz, = dx — idy, 
d’où l’on conclut 


Or 


dx? + dy? = dzdzo. 


+ dzo dz 
(cz + d}(c30+d}° 
et comme 


d'A 7: 4 Cut 
(cz + d\(c30+ d) 


on en déduit 
dX?+ dY? dx? + dy? 


Y? 5 y? 
Par suite, pour un élément de courbe ds et pour l'arc trans- 
formé dS,ona 
HOTELS 


VAUT 
Ê AUREZ ds . . es 
et l’on peut dire que l'élément Es est un invariant pour la substi- 


tution linéaire. 


5. Revenons au quadrilatère ACBC/ et à tous ceux qui s’en 
déduisent par les substitutions du groupe dont ÿ,.et 2 sontbles 
deux substitutions fondamentales. Joignons un point quelconque 
M à l’intérieur du quadrilatère ACBC par un arc de courbe situé 
dans le demi-plan, à un point quelconque P de ce demui-plan, non 
situé sur l’axe réel. Sunons l’arc MP en considérant les différents 
quadrilatères correspondant au quadrilatère initial par une sub- 
stitution du groupe, et cherchons à montrer qu’on arrivera au 
point P après avoir traversé un nombre fini de quadrilatères. 

L'arc de courbe MP sort du premier quadrilatère (que nous 
désignerons par R;) par un certain côté. Il entre alors dans un 
second quadrilatère R,, qui est le quadrilatère limitrophe de Re, 
le long de ce côté. Si l’arc MP sort de ce quadrilatère, 1l entrera 
dans un troisième quadrilatère R;, limitrophe de R,, le long du 
côté par lequel est sorti MP, et ainsi de suite. On aura, de celte 
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manière, une suite de quadrilatères 
RnB ist A STE IS 


Il faut démontrer que ces quadrilatères sont en nombre 
Jini. Or, quand un arc de courbe traverse un polygone R, deux 
circonstances peuvent se présenter : ou bien cet arc va d’un côté 
à un côté opposé, ou bien il entre par un côté et sort par un Côté 
adjacent. | 

Prenons d’abord la première circonstance et considérons la 
substitution linéaire transformant R, en R,. Elle transformera 
aussi l’arc r, de MP, qui traversait R,, en un arc traversant R,. 
Or pour un arc de courbe, compris entre deux côtés opposés 
de R,, l'intégrale 

LL (a 
HT: 
est une quantité positive ne descendant pas au-dessous d’une cer- 
taine limite, que nous désignerons par K. Or, L étant un invariant 
au sens du paragraphe précédent, nous concluons de là que l’in- 
tégrale L étendue à 7x sera supérieure à K. Comme l'intégrale L, 
étendue à l’arc MP tout entier, est nécessairement finie, il en ré- 
sulte que le nombre des polygones R, pour lesquels se présente 
la première circonstance, est nécessairement fini. 

S1 donc les R sont supposés en nombre infini, il arrivera un mo- 
ment où la seconde circonstance se présentera toujours. Celle-ci 
se partage elle-même en deux cas différents. Considérons un poly- 
gone R; et le polygone suivant R;,,; par hypothèse, l’arc traverse 
les deux polygones en entrant et sortant par des côtés adjacents; 
mais il peut arriver que les côtés adjacents correspondent au même 
sommet ou à deux sommets différents dans les deux quadrilatères. 
Dans le second cas, en effectuant la transformation qui ramènera 
respecuvement les deux quadrilatères à R, et à R,, ilest clair 
que l'intégrale L, étendue à l'arc compris dans R; et R;,,, sera su- 
périeure à K, et nous sommes dans le même cas que ci-dessus. 
Le second cas de la seconde circonstance ne peut donc se pré- 
senter qu'un nombre fini de fois. Il ne nous reste plus que le 
premier cas de la seconde circonstance, qui se présenterait con- 
stamment à partir d’un certain moment; mais ici il n'y a plus 
aucune difficulté, puisque autour d’un sommet il y a seulement 
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soit m, soit 2, soit p quadrilatères. Nous trouvons donc toujours 
un nombre fini dans tous les cas possibles, et nous arrivons à la 
conclusion que le réseau de quadrilatères couvre le demi-plan 
tout entier, puisqu'un point quelconque du demi-plan se trouve 
dans un certain quadrilatère. 


6. Je reprends maintenant le rapport 


qui nous à d’abord donné la représentation conforme du demi-plan 
supérieur sur le triangle ACB. A chaque valeur de x correspon- 
dent une infinité de valeurs de z, qui se déduisent de l’une d’entre 
elles 3, et sont de la forme 

az -"b 

FPT TES 17 

C3 + d 


a, d, c et d étant réels (ad — be — 1). Cherchons inversement 
combien de valeurs de æ correspondent à une valeur de 3. Le 
point 3 se trouve dans un certain quadrilatère R du réseau que 
nous venons d'étudier. Or, à chaque quadrilatère correspond uni- 
formément le plan de la variable x où l’on a tracé les deux coupures 
(—æ,0)et(1 +); à chaque valeur de x ne correspondra donc 
qu'une valeur de x. 
L’inversion de l'équation 


J1(æ) 
J2(x) 


A 
22 


donne donc pour æ une fonction uniforme de =. Cette fonction 
fs) n’est définie que dans le demi-plan supérieur de la variable z, 
et l’on ne peut la prolonger analytiquement au-dessous de l'axe 


réel. En désignant par 
( az + b ) 
Les 
cs + d 


une substitution quelconque du groupe dont 3, et 5, sont les deux 
substilutions fondamentales, on a 


HE) HG) 


C3 + d 
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égalité qui exprime simplement qu’aux points correspondants de 
deux polygones R la fonction a la même valeur. Nous avons donc 
là une transcendante extrêmement intéressante, qui généralise 
d’une manière bien remarquable les fonctions doublement pério- 
diques, en ce sens que le parallélogramme des périodes s’y trouve 
remplacé par un quadrilatère d’arcs de cercle, et que le réseau des 
parallélogrammes de périodes est remplacé par le réseau des qua- 
drilatères curvilignes couvrant le demi-plan (!). 


7. Nous avons supposé dans les dessins faits plus haut que les 

angles 
CT SCO ARC 
du triangle curviligne étaient différents de zéro. 

Les raisonnements faits ne supposent en rien que parmi ces 
angles il ne s’en trouve pas d’égal à zéro. Si l’on a a — 0, le som- 
met «a sera sur l’axe réel, car on a alors un logarithme dans 
l'expression d’un système fondamental d’intégrales et la substitu- 
tion fondamentale correspondante sera alors parabolique. Il peut 
même arriver que les trois angles du triangle d’ares de cercle 


Fig. 20. 


AR A œ B € 


soient nulles, ce qui correspond à / — m — n —c, et ce cas par- 
ticulier présente un grand intérêt. On aura alors un triangle 
comme celui de la fig. 20, où les trois angles À, GC, B sont nuls. 


(*) Les fonctions de M. Schwarz ont donné, après la fonction modulaire qui 
s'était présentée dans la théorie des fonctions elliptiques et qu’elles comprennent 
comme cas particulier, des exemples de fonctions uniformes n’étant pas suscep- 
tibles d’être prolongées analytiquement au delà d’une droite ou d’un cercle, et 
se reproduisant quand on effectue sur la variable un groupe de substitutions li- 
néaires. Ce sont les types les plus simples de ces fonctions que M. Poincaré ap- 
pelle fonctions fuchsiennes, et qui sont désignées par M. Klein et ses élèves sous 
le nom de fonctions automorphes. Un point capital dans cette théorie est la loi 
générale de formation des groupes fuchsiens, c’est-à-dire des réseaux de polygones 
limités par des arcs de cercle normaux à l’axe réel, se déduisant les uns des autres 
par une substitution linéaire et couvrant une seule fois le demi-plan. [Voir sur 
ce sujet: PoiNcaARÉ, Théorie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t.T)]. 
L'étude du cas particulier très simple, correspondant aux fonctions de Schwarz 
que nous venons de traiter, facilitera l’étude du cas général. 
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8. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l’on avait 
entre les entiers positifs », n, p l'inégalité 


I 
— + + = Lr, 
m RNA 


Arrêtons-nous un moment sur le cas de l'égalité 


I I I 

CASE EEE 

NL TANT 

D’après les valeurs de MD NEIPE ($ À de ce Chapitre), nous 


trouvons alors 
À fit b; ni ba = 2, 


et par suite, en revenant aux constantes 4, $, y de Gauss, on aura 
so 
L’équation hypergéométrique se réduit à 


dy 


Mises 


AY 
+ [y — x(a FNS 0! 
Une des solutions est donc Y — Const., et une autre intégrale 
est fournie par la quadrature 


TL 
(1) V = f DVI — H)Y-2-1 dr. 
d'o 


La question se réduit donc à l’inversion d’une intégrale, Mais 
ici, d’après ce que nous avons déjà dit au Chapitre précédent, le 
triangle curviligne se réduit à un triangle rectiligne; ses angles 
sont égaux à 

T T T 


— 9 —— ee”, 


LE PRRRNe 
et leur somme est bien égale à x, d’après la relation 


— — dd == ti | 


LUS PET, 


Les cas où un des angles serait nul, c’est-à-dire où unedes 


quantités nm, n,pserait infinie, ne présentent aucun intérêt, et l’on 


ne irouve que des transcendantes élémentaires. La seule circon- 


stance à examiner est celle où nous avons un véritable triangle 


rectiligne. Ce que nous avons dit plus haut du triangle curviligne 
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peut nécessairement se répéter pour le triangle rectiligne. On dé- 
duira du triangle rectiligne par symétrie une infinité de triangles 
qui recouvriront le plan. Mais le triangle initial n’est pas quel- 
conque. La relation 


nous donne, soit 


AE ES TI; DS, 
soit 
M2, n=4, . p=4#, 
ou enfin 
re; HIER PF 


On a dans le premier cas un triangle éc uilatéral, dans le se- 
P 5 Ï ) 
cond un triangle rectangle isoscèle et dans le troisième un triangle 
rectangle dont les angles aigus sont égaux respectivement à 30° 
5 5 S P 
et 60°. Dans les trois cas, on obtient par l’inversion de l’inté- 
grale (1) une fonction doublement périodique. On le vérifierait 
par l'étude de l'intégrale elle-même en donnant à et y les valeurs 
particulières correspondant à chacun de ces cas, et il n'y aurait 
qu’à vérifier que l'intégrale abélienne dont on veut faire l’inversion 
est une intégrale de première espèce correspondant à une courbe 
5 P Ï Ï 
de genre un. On peut aussi le voir par une voie qui se rapproche 
lus des considérations développées dans les Jaragraphes précé- 
PP Ï STap P 

dents, car la double périodicité doit apparaître sur le réseau des 

triangles. Prenons, par exemple, le triangle équilatéral. 
Soient le triangle équilatéral ACB et son symétrique AC’B 

£ ] 3 q 


Fig. 21. 


(/g.21). Les substitutions fondamentales du groupe sont la subs- 
Utution linéaire (ici de la forme P 3 + Q) transformant AC en AC, 
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et la substitution linéaire transformant BC en BC. Figurons main- 
tenant le quadrilatère limitrophe AC'B'A’, et considérons la sub- 
stitution linéaire transformant C/ A en C/A’, En faisant à la suite 
les deux substitutions correspondant respectivement au change- 


ment de AC en AC/ et de C'A en C/A', on transforme CA en C!A':; 


cette substitution sera nécessairement de la forme 
(3, z + w), 


w représentant la grandeur géométrique CC/. Voici donc une pre- 
mière période; une seconde période correspondra à la grandeur 
géométrique BB; une troisième période correspondrait à la troi- 
sième hauteur, mais il est clair qu’elle est la somme géométrique 
des deux premières. Un parallélogramme de périodes comprend 
l'équivalent de trois parallélogrammes fondamentaux tels que 
ACBC"; je veux dire par là que sa surface peut se partager en plu- 
sieurs aires dont chacune est congruente à un parallélogramme 
fondamental, ou à une partie d’un tel parallélogramme, de ma- 
nière à correspondre dans son ensemble à trois de ces parallélo- 
grammes. 

Je laisse au lecteur le soin d'examiner de la même manière les 
deux autres réseaux de triangles dont les angles sont indiqués ci- 
dessus (!). 


II. — Problème inverse. 


9. Nous sommes parti, dans la Section précédente, de l'équation 
différentielle hypergéométrique, et, en donnant aux constantes 
certaines valeurs particulières, nous avons été conduit à diviser 
le demi-plan de la variable 3 en un réseau de quadrilatères formés 


(*) Je n’examine pas ici les cas, en nombre limité, où l’on a 


el je renvoie pour ces cas au Mémoire de M. Schwarz et au beau Livre de M. Klein 
(Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflüsung der Gleichungen vom fün- 
ften Grade; Leipzig, 1884). L’inversion du quotient donne encore des fonctions : 
uniformes, mais ce sont des fonctions rationnelles. Elles sont très intéressantes, 
car elles se rattachent intimement aux divers polyèdres réguliers. 
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par des arcs de cercle. On peut se poser la question d’une ma- 
nière inverse, en considérant «a priort dans le demi-plan de la va- 
riable z un triangle formé par trois arcs de cercles normaux à 
l'axe réel, et ayant pour angles (!) 


T T T 


OT ET 2 


On prend l’image de ce triangle ABC par rapport à AB, et, en 
désignant ce triangle par ABC’, on a le quadrilatère ACBC’. II 
existe une substitution elliptique à coefficients réels ayant pour 

. , e. A » , 
points doubles À et son symétrique, par rapport à l'axe réel, 
transformant le cercle AC en le cercle AC/, ces deux cercles étant 
pris dans leur entier; ce sera la substitution 


! 2Ti 
z'— 4 _ 3—4 
on = Ce 7e ——— 3 
3'— 4 3 — à 
(*) On aura certainement 

Li I 

E = A LEE = il 

m n 


comme le montre le théorème célèbre de Gauss sur la courbure totale d’une por- 
tion de surface, limitée par des lignes géodésiques. On sait en effet que l’on peut 
mettre le carré de l’élément de l’arc sur une surface $S, dont la courbure totale 
est constante et égale à — 1 sous la forme 


dx? + dy* 
D 
et, si l’on établit alors une correspondance entre les points de S et le demi-plan 
(æ, y}, les lignes géodésiques de la surface correspondront dans le demi-plan 
aux cercles orthogonaux à l’axe des æ. Cette représentation donnant une carte 
géographique de S sur le demi-plan, il y a conservation des angles; or, d’après 
le théorème de Gauss, si l’on prend sur une surface un triangle formé par trois 
lignes géodésiques, et, en désignant par A, B, C les angles de ce triangle, on a 


ds 
A+B+c-s ff 


ds étant l’élément de surface, et RR’ la courbure totale de la surface en chaque 
point. Or ici RR/=— — 1; il en résulte que 


A+B+C<7, 


et il en est, par suite, de même du triangle formé dans le demi-plan par trois 
cercles orthogonaux à l’axe des æ. On pourra consulter sur ce sujet le Chapitre XI 
du Tome IIL des Lecons de M. Darboux (p. 394). 
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, . ! | 2 
a étant l’affixe de À et &, la conjuguée de «; l’angle — est l’angle 


des deux cercles, et nous mettons le signe moins dans l’exponen- 
uelle (si le cas de figure est celui de la page 326). Il faut montrer 
que cette substitution transforme le point C en le point C. Il 
suffit pour cela de faire voir que l'intégrale | 

ds 

TR 

He 
que nous savons être un invariant pour une substitution linéaire, 
est la même pour l'arc AC et pour l’arc AC’. Or il en est bien 
ainsi, Car deux arcs sont transformés l’un de l’autre par rayons 
vecteurs réciproques et l’on aura alors, en désignant par O le point 
où CC rencontre l’axe réel et en appelant MP et M'P! deux arcs 
élémentaires correspondants, 


MP MP 
OM  OM'? 
ce qui revient à 
ds He AS 
DRVE SE 


les deux intégrales sont donc égales. 

Ainsi nous avons une substitution Ÿ, transformant AC en AC’; 
et pareillement une substitution X, transformant BC en BC. Ces 
deux substitutions sont les substitutions fondamentales d’un 
groupe, et nous obtenons ainsi, en transformant le quadrilatère 
primitif par toutes les substitutions de ce groupe, un nombre in- 
fini de quadrilatères couvrant une fois le demi-plan. (On répéte- 
rait ici les raisonnements de la Section précédente.) 


Passons maintenant à la démonstration à priori de l’exis- 
tence d’une fonction que laissent invariable les substitutions 
de ce groupe. On y parviendra en s'appuyant sur le théorème 
général de Riemann, relatif à la représentation d’une aire simple- 
ment connexe sur un demi-plan, théorème sur lequel nous nous 
sommes longuement arrêté dans le Tome II de cet Ouvrage. 
Prenons le triangle ABC; nous pouvons le représenter d’une ma- 
nière conforme sur le demi-plan supérieur du plan des æ, et cette 
représentation est entièrement déterminée si nous faisons corres- 
pondre le point À au point æ — 0, le point B au point æ —1etle 
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point C à x — . Soit 


x = f(3) 


la fonction f (3) pour le moment définie seulement dans le triangle 
ABC, qui permet de faire cette représentation conforme. L’are AB 
étant analytique, on peut, d’après la théorie de la représentation 
conforme (t. Il, p.276), prolonger analytiquement la fonction f() 
au delà de l'arc AB. À deux valeurs de 3, ayant pour affixes deux 
points conjugués par rapport au cercle AB, correspondent alors 
deux valeurs de x imaginaires conjuguées. On l’établit de suite en 
supposant pour un moment, comme 1l est permis, qu'une trans- 
formation linéaire ait transformé l’are AB en un segment de l’axe 
réel dans son plan, et alors la remarque devient évidente. Par 
suite, la fonction f(z) sera certainement définie d’une manière 
uniforme dans le triangle ACB image de ACB, et les valeurs de 
la fonction correspondront, dans ce triangle, au demi-plan infé- 
rieur. On passera de même du triangle ACB à un triangle limi- 
trophe, et l’on étendra ainsi, de proche en proche, la fonction 
d’une manière uniforme dans tout le demi-plan. En deux points 
homologues de deux quadrilatères, la valeur de x sera évidemment 
la même, et, par suite, on a bien une fonction uniforme f(z) 
invartable par les substitutions du groupe correspondant au 
réseau de quadrilatères. 


10. Considérons la fonction inverse 3 de x définie par l’équation 


D’après la définition de f(3), la fonction inverse z de x sera 
une fonction de x définie dans tout le plan de la variable x et 
holomorphe dans le voisinage de tout point de ce plan, sauf les 
points 0, 1 et . Quand x tourne autour d’un de ces points sin- 


guliers, 3 se change en 
az +0 


L 
CEE d. 


cette substitution appartenant au groupe dont E, et X, sont les 
deux substitutions fondamentales. 

Il nous faut chercher la forme analytique d’une des détermina- 
tions de la fonction dans le voisinage d’un point singulier. Suppo- 
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sons d’abord que le sommet À ne soit pas sur l’axe réel, c’est-à-dire 
que l’entier m, correspondant à x = 0, ne soit pas infini. 
Pour une détermination convenable de la fonction 3, l’expres- 


sion 


se reproduit, multiplié pare ”*, quand x tourne autour de l’ori- 
gine dans le sens négatif, et l’on a par suite 


1 
= 2 @(x), 


LA 


SX) 


9(x) étant uniforme dans le voisinage de æ — 0. Comme pour 
æ—0ona z—4, la fonction ©(x) est holomorphe dans le voi- 
sinage de x — 0, et enfin #(0)<0, puisque x est fonction uni- 
forme de 3. 

S1 le sommet À est sur l’axe réel, la substitution Y, est para- 


, . 


bolique, et nous savons (Chapitre XIT, $ 20) qu’on peut l'écrire 


I T 


Sr + }, 
& — & — 
h étant une constante réelle. 
Donc la fonction de x 
I h 
+ —logzx 


= 
PA éme (2,4 27H L 


est uniforme dans le voisinage de x — 0. Désignons cette expres- 
sion par # (æ); je dis que w(x) est holomorphe dans le voisinage 
de x = 0. On a en effet 


Si © (æ) admet x — o comme pôle ou comme point singulier 
essentiel, le second membre, d’après une proposition élémentaire 


de la Théorie des fonctions (!), s'approche autant qu’on veut- 


dans le voisinage de l’origine de toute grandeur donnée ; mais le 


(*) Tome II, page 120. 
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premier membre, en posant 


a pour module 

CNT REX ET LE 
et comme ñ => 0, ce module sera supérieur ou inférieur à un, sui- 
vant le signe de , et, par conséquent, le premier membre ne 


peut s'approcher autant qu'on veut de toute grandeur donnée. 
Nous aurons donc pour une des déterminations 3 de la fonction = 


L 


h 
= — —logr +o(x 
Sie ant © ?(æ), 


o(x) étant holomorphe dans le voisinage de æ = 0. 


11. Nous pouvons maintenant former une équation du troisième 
ordre, à laquelle satisfait la fonction 3 de x. Prenons, à cet effet, 


le quotient 
dz dz tait 
dx? 


dx dr3 à 
La 
AT 


déjà rencontré (Chapitre XII, $ 15); il reste invariable, comme 


Ma larons dit, quand on remplace z par 2? 
» P Paru 
une fonction uniforme dans tout le plan, et les seuls points sin- 


+ Il sera donc 


guliers seront les points o, 1 et æ. Pour toute autre valeur de x, 
cequotient est holomorphe, puisque ss est différent de zéro pour x 
distinct des trois valeurs singulières. Nous n’avons plus qu’à déter- 
miner la nature de ces singularités. Cette détermination sera facile, 
puisque nous connaissons la forme analytique de 3 dans le voisi- 
nage de x = 0, æ —1 et x — 0. On reconnaît ainsi que le quo- 
ent ci-dessus est complètement déterminé, en posant, comme 
précédemment, 
Es Ter Vr d  HAQRE 

des calculs faciles, mais un peu longs, que J’omets ici, font re- 
tomber sur l’expression déjà obtenue 
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et ce résultat s'applique encore au cas où &, b, c ne seraient pas 
différents de zéro. 

Il résulte de là que la fonction f(z), qui nous occupe, peut 
être obtenue par l’inversion du quotient de deux intégrales d’une 
équation hypergéométrique, puisque l’expression précédente est 
celle qui se présente dans l’équation différentielle du troisième 
ordre relative à une telle équation. 


III. — Quelques cas particuliers remarquables : fonctions 
modulaires. 


12. Nous allons étudier quelques cas particuliers. Un cas inté- 


ressant est celui où | 
a=b—=c—=o 


ou, ce qui revient au même, 


TIME ANT = 4 ERTQCE 


On a alors À— 6, —b,;—;, et l’on a; par suite, limtesie 


h du 
i! VU DURE 


g et À désignant deux quelconques des quantités o, 1, æ et co. 


h ypergéométri que 


On peut, moyennant une substitution linéaire convenable, choisir 
pour triangle fondamental un triangle quelconque d’àarcs de cer- 
cles normaux à l’axe réel, comme celui que nous avons représenté 
page 331. 

Le cas, où l’on prend, comme intégrales de l’équation linéaire, 
deux demi-périodes distinctes de l'intégrale elliptique 


du ; 
ÎEE — z) 


conduit à /a fonction modulaire, c’est-à-dire au module consi- 


déré comme fonction du rapport des périodes, qui a fait, à un 
autre point de vue, l’objet des travaux de M. Hermite (!). Nous 


(*) Voir HERMITE, Comptes rendus, 1858. 


SUR UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 341 


avons donné (t. IT, p. 230) les substitutions fondamentales du 
groupe correspondant. Au lieu de prendre les substitutions fon- 
damentales (S,) et (S2) données (Loc. Cit.), prenons les deux 
substitutions #nverses, c'est-à-dire les substitutions donnant les w 


en fonction des w/; on aura ainsi, pour le rapport z, les deux sub- 
sututions 


(Z1) : (<, ———) 


(Z2) (3, 5 — 2). 


Dessinons le quadrilatère fondamental correspondant rapporté 


aux deux axes (O6, On) (fig. 22) en posant 
— Ë De. in. 


Le quadrilatère est symétrique par rapport à On. Les deux demi- 
cercles OA et OB, de diamètre égal à l'unité, se correspondent 


par la substitution Y, et les deux côtés BB et A A’ parallèles à On 
se correspondent par la substitution 5. Le quatrième sommet du 
quadrilatère est à l'infini dans la direction de l'axe On. 


13. Prenons un autre cas non moins remarquable et se rappor- 
tant également à la théorie des fonctions elliptiques. Nous donne- 
rons à 2, n, p les valeurs 


=); TES D = °c: 


On peut prendre, pour triangle fondamental correspondant à 
ces angles, le triangle suivant : Décrivons de l’origine, comme 
centre, un cercle de rayon un et tracons la droite Éd repré- 

P. — III. 


23 
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sentée sur la /2. 23 par AC. Le triangle fondamental est le triangle 
formé par l’arc AB et les deux droites AC, Bn; le troisième som- 


Fig. 23. 


met est à l'infini. On vérifie de suite que, dans ce triangle, l’angle À 
, s s 7 
est égal à =, l’angle B à - et l’angle C est nul. 
d 2 


Le triangle BA’C/, symétrique de BAC par rapport à l’axe Or, 
donnera avec BAC le quadrilatère fondamental. 
On a immédiatement les substitutions fondamentales du groupe 
correspondant; ce sont 
(3, +1), 


(1) Five 
2 


la première transforme AC en A/C/ et la seconde l’arc BA en 
l’arc BA’ 

Nous avons déjà étudié ce groupe (t. 1, p. 446), et nous avons 
vu que toutes les substitutions de la forme 


_ az + b 
VÉMGAET A 
a, db, c, d étant des entiers réels (ad — bc —1), résultent de la 
composition des deux substitutions précédentes QUE Reprenons 
ce théorème en ne nous appuyant que sur les considérations rela- 


tüives aux polygones limités par des arcs de cercle. Prenons un 
point 3, que je suppose à l’intérieur du quadrilatère CAB A’C’, et 


(:) Outre le Mémoire déjà cité de M. Dedekind (Borchardts Journal, Bd. 83), 
je mentionnerai encore sur le groupe précédent et les fonctions qui s’y rapportent 
un travail de M. Hurwitz [Grundlagen einer Independenten Theorie der ellipt- 
ischen Modulfunctionen (Mathematische Annalen, Bd. 14, 1878) ]. 
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soit le point 
CAENET, 
COR 


\ 


Le point Z est à l’intérieur d’un certain quadrilatère déduit du 
quadrilatère fondamental par une substitution S du groupe (1) ou 
sur son périmètre. En effectuant sur Z la substitution STI Con 
obtient ainsi un point z’ dans le quadrilatère fondamental ou sur 
son périmètre. Si 3 — z/, le théorème est établi. Puisqu’on peut 
passer de z et de z' à Z par une substitution à coefficients en- 
tiers, On pourra certainement passer de z à 3! par la substitution 


PRART EEE 
s = Gè— By=), 


4, $, y, 9 étant des entiers. Nous allons montrer que deux points 
z et 3°, à l’intérieur du quadrilatère fondamental, ne peuvent se 
correspondre par une substitution de cette forme, autre que la 
substitution identique 3! — 3. Il est clair d’abord que y n’est pas 
nul, car alors z et z/ ne pourraient être dans le quadrilatère, à 
moins que f ne soit nul. Excluons le cas de Yÿ—=0, Ê—o, qui 
donnerait z/ — 3. 


SOIt 3— Ë + jh, nous avons par hv Dothèse 
[E P YI 
2 9 L Ve l 
CT DS ne et, 
2 2 


en excluant les égalités; de même 3/— £'- cn, avec les inégalités 
analogues, mais les égalités n’étant pas exclues. On à 


1 


! 
D = ———— : 
 GE++yr 
or 
(CYE +) + y2n2 > Ve YI + 022 À 
en prenant le signe + si yà est négatif, et le signe — si y est 
positif. 


Il s'ensuit que 
NRA Te 


l'égalité étant exclue; en prenant z en fonction de z’, on arrive 
de même à l'inégalité analogue 


<T À 
PE 
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Ces deux inégalités sont contradictoires; nous sommes donc né- 
cessairement dans le cas exclu, c’est-à-dire que 


Y#210 DIE 0 
et, par suite, 
CARRE a à 
ce qui donne la substitution identique. Par suite, on obtient 
toutes les substitutions à coefficients entiers au moyen des deux 
substitutions (1) combinées de toutes les manières possibles. 
Le groupe précédent est souvent désigné sous le nom de groupe 


arithmétique. 


14. La fonction f(=), correspondant au groupe précédent, joue 
un rôle très important dans la théorie des fonctions elliptiques. 
C’est un sujet qui nous entraînerait trop loin; je veux cependant 
montrer comment la considération de cette fonction conduit à une 
classe intéressante d'équations algébriques. Æ'nvisageant les deux 


fonctions 


æ = f(&), 
y = f(ma), 


où m désigne un entier, nous allons établir qu'ilexiste entre x 
et y une relation algébrique. 

On voit immédiatement que y, considérée comme fonction de 
x, ne pourra avoir comme points singuliers que les points 0, 1 
et «, et ces points sont des points critiques algébriques. Ainsi, 
pour æ —0, l'équation | 

æ = f (2) 
a une infinité de racines en 3, quisont des racines triples, puisque, 
autour de chaque sommet correspondant à x — 0, il y a trois qua- 
drilatères. Soit z — « l’une d'elles, qui n’est pas située sur Ox. 


Nous pouvons écrire ($ 10) 


Es 2 
S = 4 ; 


a e(x) [?(0) <o]: 


Il 


ra C1) 


a 


f(mz) se développe donc en série suivant les puissances de x*. 
Pour x — +, considérons la racine z = © correspondant au 


sommet à l'infini du quadrilatère fondamental. 
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On a, dans le voisinage de x —«, pour la racine 3 devenant 


infinie, 
logæ 
(el 


-=9(x 
TL e(æ), 


o(x) étant holomorphe dans le voisinage de æ —®, c’est-à-dire 
que = peut se mettre sous la forme d’une série ordonnée suivant 
les puissances entières et croissantes de eŸ?#. Il est évident 
alors que > se mettra, pour æ très grand, sous la forme d’une 
série entière en _ 

Il faut montrer maintenant que y, pour une valeur de #, n’a 


qu'un nombre limité de valeurs. Or, pour une valeur de x, les 
: à : ) à 
valeurs correspondantes de z s’expriment à l’aide de l’une d’elles 


par la formule 


73 +0 tn A EN 


Nous avons donc à chercher si les valeurs de la fonction 


C Ÿ Tn 
Jim 5) 
Ÿ3 +90 
bre fini; «, 8, y, à dési ti I- 
sont en nombre fini; &, 5, y, © désignant quatre entiers que 


conques avec A ù — By — 1. 
Prenons à cet effet les deux valeurs 


3 + lz + G à 
2 Ma d et ALÉiRS œ'0— 6 — 1) 
a) Y3+0 Y!3 + 0 Y 


et cherchons à quelle condition elles sont équivalentes au moyen 


d’une substitution 


az + D 
3, ———— Mad CET): 
( er) (ge: 
On devra avoir 
as+8  am(a'z+$)+b(yz+0). 
+ùd cm(x3+$)+d(y s +0)? 
il en sera ainsi, si l’on a 
ma—=ama+ bd", 
mB=amé$'+ bi, 
Y=cma + dy, 


à — cm8 + dd. 
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De ces équations, on déduit 


ÿ a=aû—f, 
b— m(Ba— af"), 
ANLENR 1 
IE Upasre 
m 
d= a'ù — yB. 


On a bien ad — bc — 1, et la seule condition est que c soit entier. 


La condition est donc | 
79 —0Y=0 (mod. m). 


En particulier, désignons par d/et y! les restes compris entre 
0 et m des divisions de à et par m, ou ces restes divisés par leur 
plus grand commun diviseur s'ils ne sont pas premiers entre eux; 
les deux expressions (2) seront équivalentes, pourvu seulement 
qu'on prenne &’et f tels que 


NE éyiee Tr. 


On en conclut immédiatement que la fonction 


quand on donne à 4, 8, y, à toutes les valeurs entières possibles 
(a9—By—1), n'a qu'un nombre limité de valeurs distinctes; 
ce qui démontre le résultat énoncé plus haut (!). 


IV. — Théorème général sur les valeurs d’une fonction uniforme 
dans le voisinage d’un point singulier essentiel isolé. 


15. Nous nous sommes déjà servi (t. IT, p. 231) de la fonction 
modulaire, correspondant au cas du $S 12, pour démontrer un 
théorème sur les fonctions entières et sur les fonctions ayant un 
seul point singulier essentiel à l'infini (?). La fonction modulaire 


TS 


(*) On trouvera une étude approfondie des fonctions modulaires dans les 


deux Volumes de M. Klein : Sur Les fonctions elliptiques modulaires. 
(?) Faisons seulement remarquer à ce propos que l'analyse de la page 233 
(tome 11) est inutile; le théorème qui y est démontré se déduit immédiatement 


2 
? 
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du $ 15 va nous servir à démontrer un théorème déjà énoncé 

(t. Il, p. 121), mais que nous n’avions pu alors établir. 
Désignons par F(z:) une fonction uniforme dans le voisinage 
d’un point &, qui est pour elle un point singulier essentiel isolé. 
La fonction F(z) pourra d’ailleurs avoir ou non une infinité de 
pôles dans le voisinage de ce point essentiel. Nous considérons 
l'équation 
F3) =7AS 


À étant une constante. Nous voulons démontrer le théorème 
suivant : 


L’équation précédente a, en général, une infinité de racines 
dans le voisinage de a. Il peut arriver cependant qu'il n’en 
soit pas ainsi pour certaines valeurs exceptionnelles de la 
constante À, mais il ne peut exister plus de deux valeurs ex- 
ceptionnelles (1). 


Nous allons procéder en montrant qu’il est impossible que 
l'équation précédente n'ait pas de racine dans un certain domaine 
autour de &, pour {rois valeurs de A. On peut évidemment sup- 
poser, en effectuant sur F(z) une substitution linéaire, que ces 
trois valeurs sont telles valeurs que l’on voudra. Nous pren- 
drons 


Nous avons donc par hypothèse une fonction F(z) uniforme 


du théorème de la page 231 (mème Tome). On peut dire d’une manière générale 
qu'une fonction f (z), uniforme dans tout le plan et avec un seul point singulier 
essentiel à l’infiui, et qui ne pourrait prendre les valeurs 


PARU GNT 


ces trois constantes étant distinctes (une constante infinie n’étant pas exclue), 
se réduirait nécessairement à une constante. On peut en effet substituer à f (2) 
la fonction 

af(z) +8 

PACS 


en choisissant «, £, y, à, de manière que A, B, C deviennent 0, 1, , et nous sommes 
alors dans le cas d’une fonction entière. 

(1) E. PicARD, Sur les fonctions analytiques uniformes dans le voisinage 
d’un point singulier essentiel (Comptes rendus, t. LXXXIX, 1879), et Mémoire 
sur les fonctions entières (Annales de l’École Normale, 1880). 
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dans le voisinage de &, qui est pour elle un point singulier essen- 
uel. La fonction n’a pas de pôle dans le voisinage de ce point et, 
de plus, les équations 


Fait); POSE 


n’ont pas de racine autour de 4. 


16. Désignons par 
æ = f(u) 


la fonction uniforme correspondant au cas du S 13 et définie dans 
le demi-plan de la variable w (cette variable a été Jusqu'ici dési- 
gnée par z), et soit 

u—=o(x) 


la fonction inverse ayant dans le plan x les trois points singuliers 
0, 1 eloo. Dans cette fonction, je remplace + par F(2), et je vais 


étudier la fonction de = 
u(z) = o[F(z)] 


\ 


dans le voisinage de a, c’est-à-dire à l’intérieur d’un cercle F de 
centre & et assez petit pour qu’à l’intérieur de ce cercle la fonction 
F(z) ne soit (en dehors de a pour lequel elle est indéterminée) 
Jamais égale à o, ret oo. 

À l’intérieur de T,, la fonction u(z) a, comme seul point singu- 
lier, le point à. Lorsque z tourne une fois autour de « dans le 
sens positif, le point x décrit dans son plan un contour fermé, et 


par suite w se change en 
au + 
4e LUE 0° 
2, B, y, à étant quatre entiers (ad — Ye) 
Plusieurs cas peuvent se présenter relativement à la substitu- 


Lion 
(3) A M). 
Yu + 


Elle peut être hyperbolique, elliptique, parabolique ou se ré- 
duire à la substitution unité. Nous allons examiner successivement 
ces différents cas. 
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17. Supposons d’abord la substitution hyperbolique, c'est- 
à-dire que 
(a+ 3)2> 4. 


En désignant par p et q les points doubles (qui sont réels et 
distincts) de la substitution, nous avons vu à la fin du Chapitre 
précédent que l’expression 


u—p 
u—q 


se reproduit à un facteur positif près x, différent de un, quand 
on effectue sur elle la substitution (3). 
Il en résulte que l’on peut mettre ce quotient sous la forme 


ee rio (21 (kZ 0), 


£ désignant le logarithme arithmétique de px, et la fonction w (3) 
étant uniforme dans le cercle F. Cette fonction n’aura dans ce 
cercle d’autre point singulier que &, car, pour qu’elle ait un pôle, 
il faudrait que w devint égal à la quantité réelle g, ce qui est 1m- 
possible, car, dans wu(x), le coefficient de z est positif et différent 
de zéro pour x distinct de o, 1 et co. De plus (3), pour la même 
g (z) 


at peut se dé- 


raison, ne s’annulera pas. Par suite, le quotient 


velopper par la formule de Laurent, et nous avons 


o'(z) __ À, GS A; 


A+B(z—-a)+.. 
PAT EE ( a) 


Puisque ©(2) est uniforme autour de A, il faut que le coeffi- 
cient À, soit un entier »n positif ou négatif, et nous aurons alors 


e(g)=(s— aymert, 


P(z) étant uniforme dans F, et continu sauf en «a. Finalement 


nous obtenons 


k 
SCANS à Ce aÿri” 


uU— 


eP(s, 


Or, dans le premier membre, le coefficient de # a un signe in- 
variable. Nous allons voir qu'il ne peut en être de même dans le 


NME FRERES "4 
Pr Et 
L: 
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second cas. On peut, en effet, écrire ce second membre 


(+ ; +m log (s— a)+P (3) 
e Æ È 


S1, dans le premier membre, le coefficient de £ a un signe Inva- 
riable, le coefficient de £ dans 


k 
(Ee + m) log(z —a)+P(z3) 


devra rester compris entre deux multiples consécutifs de #, c’est- 
à-dire entre deux limites fixes. Posons 


L 


274 


(CS +m) log(z— a) + P(z) = U +:V. 


Il'est tout d’abord évident que, si m n’est pas nul, V ne peut 
rester compris entre deux limites fixes, car une rotation de 3 au- 
tour de & augmente V de 2m. Supposons donc m—=0; la re- 
lation précédente pourra s’écrire 


2 TI ATNIL A SRE 
log(z—a)+ ——P(3) =— se 
Ô k k 
ou encore 
CUT ENS _2TV 27iU 
(3—-a)ef Le CANNES 


Mais le second membre a un module restant compris entre deux 
limites déterminées différentes de zéro, et il n’en est pas de même 
du premier qui s'approche autant que l’on veut de zéro, que P(2) 
soit régulier en & ou qu’il ait en ce point un pôle ou un point sin- 
gulier essentiel. 

Nous arrivons donc à la conclusion que la substitution (3) ne 
peut être hyperbolique. | | 


18. Supposons maintenant cette substitution elliptique. On 
a alors 
(a + d)< 4. 


Deux cas peuvent se présenter; le point double de la substitu- 
on (3) situé dans le demi-plan supérieur peut, au moyen d’une 


substitution du groupe arithmétique, être ramené à coïncider avec 


le point B ou le point A (fig. 23 du S 13). 


SUR UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. D 


1° Plaçons-nous d’abord dans le premier cas. En ayant donc 
effectué sur w une substitution convenable du groupe arithmé- 
tique, la substitution correspondant à (3) devient la substitution 
laissant B invariable, et par suite, en désignant encore par la 
même lettre w la valeur primitive transformée, l'expression 


LL 
REY 


| 


2 E 
se reproduit ($9) multipliée pare ? , c’est-à-dire — 1, quand on 
effectue sur elle cette substitution. 
On aura donc 


LT Re 


© (3) élant uniforme dans le voisinage de a. D'ailleurs, ©(3) n'aura 
pas de pôle autour de &, car le coefficient de ÿ dans &w étant posi- 
tif, on ne peut avoir & + & — 0. Pour la même raison +(z)ne peut 
avoir le point a lui-même comme pôle ou point singulier essentiel, 
car alors la fonction 
(z—a)?"(2) 

pourrait devenir aussi grande qu'on voudra dans le voisinage de 
&, et alors x s’approcherait autant qu’on voudrait de — x. 

Il en résulte que ©(z3) est holomorphe dans le voisinage de a. 
Par suite, quand 3 tend vers a d’une manière quelconque, la 
fonction w(z) tend vers z; maison a 


| æ = f(u), 
d’où se déduit 
F(3) = fu); 
quand w tend vers #, la fonction f(u) tend vers un. On en conclu- 
rait que F(z) tend vers un quand 3 se rapproche de & d’une ma- 
nière quelconque ; le point a ne serait pas alors un point singu- 

ler essentiel. 


29 Le même raisonnement s'applique au second cas. Nous avons 
seulement alors 


U — 0 
uU — Po 


(en désignant par p la quantité complexe représentant A et p, sa 


392 CHAPITRE XIII. 


1] 


Ë Ti 
conjuguée), qui se reproduira multiplié par e *. Nous aurons 


donc 
1 


À 


RE (era) ete) 


u — Po 


et les mêmes raisonnements montrent que w(z) doit être holo- 
morphe dans le voisinage de a et s'annuler pour 3 = a. Mais alors, 
quand z tend vers a d’une manière quelconque, w tend vers p, et 
l’on en conclut que la fonction 


FCs) 


tend vers zéro, de quelque manière que z se ra roche de à. ce 
, ] | PP ) 
qui est contradictoire avec le fait que a est un point essentiel. 


19. Il ne nous reste plus à examiner que le cas où la substitu- 
uon (3) serait la substitution unité et celui où elle serait parabo- 
lique. 

Examinons d’abord le cas de la substitution unité. La fonction 
u (3) serait uniforme dans le voisinage de a. Le point ane pourrait 
être pour elle un point singulier essentiel, car la fonction u(z) 
s’approcherait alors autant qu'on veut de toute grandeur donnée, 
ce qui est impossible, puisque le coefficient de à dans u est posilif. 

Le point & ne peut non plus être un pôle, car Le signe du coef- 
ficient de z, dans une fonction ayant un pôle en &, ne peut être in- 
variable pour toute position de 3 autour de ce point. Il faut donc 
que u(z) soit holomorphe dans le voisinage de a; or u(a) ne 
peut être réelle, car alors w(z) aurait dans le voisinage de a, pour 
certaines valeurs de 3, sa partie réelle négative. La valeur de u(a) 
est donc une valeur complexe dans laquelle le coefficient de z est 
posiuf et différent de zéro. La relation 


F(3)= f{u) 


montre que F(z) tend vers une valeur déterminée, à savoir 
flu(a)], quand 3 tend vers à d’une manière quelconque. Nous ar- 
rivons toujours à la même contradiction. 


20. Considérons enfin le cas de la substitution parabolique. 
Les points doubles des substitutions paraboliques du groupe arith- 
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métique se déduisent tous, par une substitution de ce groupe, du 
point à l’infini dans la direction de l’axe imaginaire. En effectuant 
donc préalablement sur # une substitution convenable, on peut 
supposer que la substitution (3) est de la forme 


(u, ee UE 


Donc nous avons la fonction w(z) se transformant en w(z) +1, 
quand 3 tourne une fois autour de & dans le sens positif, et, par 
suite, 


L 
LS) slo8(z — a) + (3), 


o(z) étant uniforme. On en tre 
e2niu(z) : 2 (3 1) e2ni p(z), 


Or, le module du premier membre ne dépasse pas l'unité; il 
en résulte que (3) aura en & un point ordinaire, car, dans Île 
cas contraire, le second membre aurait en & un point essentiel, 
et, par suite, son module pourrait certainement dépasser un. 

La forme de u(z) montre que le coefficient de z est positif et 
devient infiniment grand, quand 3 se rapproche indéfiniment 
d’une manière quelconque de a. Or, pour toute valeur de 


u—=E£+in, 
pour laquelle 
n>M, 


M étant une quantité positive très grande, la fonction f(u) est 
elle-même très grande. On le voit de suite, en ramenant le point 
dans le quadrilatère fondamental du groupe arithmétique par une 


substitution 
(u,u+m), 


m étant un entier positif ou négatif, et nous savons que f(u) de- 
vient infinie pour le point à l'infini dans ce quadrilatère. Reve- 
nant donc à l'identité 


F(3) = f{u), 


nous en coneluons que, quelle que soit la manière dont 3 se rap- 
proche de &, la fonction F(z:) augmente indéfiniment. Le point & 


SPA ee 
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serait donc un pôle pour F(z)et la même. impossibilité est en- 
core mise en évidence. 


20. Les contradictions, qui viennent d’être successivement 
signalées, montrent que l’hypothèse faite sur les racines des trois 
équations considérées est inadmissible, si a est un point singulier 
essentiel; nous avons donc démontré le théorème énoncé au $ 15, 
auquel on peut encore donner la forme suivante : 


SEF(z) désigne une fonction uniforme de 3 dans le voisi- 
nage de a, qui est pour elle un point singulier essentiel tsolé, 
il ne peut pas arriver que les trois équations 


F(z) = As, | F(s) As) ONF em 


K'atent pas simultanément une infinité de racines autour de a, 
en désignant par À, À>, À, trois constantes distinctes (la con- 
stante infinte n'étant pas exclue). 


Nous pouvons encore dire qu 


St les trois équations précédentes n’ont pas une infinité de 
racines autour de a, F(z) étant une fonction uniforme qui, 
dans un cercle TV, décrit autour de d, pourrait avoir ce seul 
point comme point essentiel, on peut affirmer que a sera un 
pôle ou un point ordinaire de F(3). 


21. De ce théorème général se déduisent immédiatement les 
deux propositions suivantes. Soit G(z) une fonction entière : si 


L 

les deux équations | 
! 

GURENA G(z) = b, 1 

a et b étant deux constantes finies distinctes, ont seulement | 


un nombre limité de racines, la fonction entière G(z}sera un 
polynôme (). 


(*) On a fait de nombreuses tentatives pour démontrer ce théorème sans rien 
emprunter à la théorie des fonctions modulaires. A ma connaissance, M. Hadamard 
a seul obtenu à ce sujet des résultats intéressants dans son beau Mémoire : Sur 
les propriétés des fonctions entières et en particulier d’une fonction consi- 
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Le point à l'infini ne pourra être, en effet, pour la fonction, un 
point essentiel, car nous avons les trois équations 


GES) a, GATE GC), 


qui n’ont pas de racine dans le voisinage de ce point. 

On a encore l’énoncé suivant, qui n’est qu'en apparence plus 
général : Soit f(z) une fonction uniforme pouvant avoir des 
pôles en nombre quelconque et un seul point singulier essentiel 
à l’infini. Si les trois équations 


AE A EU (s) = BEM CET REC: 


À, B, C étant trois constantes distinctes (l'infini non exclu), 
n'ont qu'un nombre fini de racines, la fonction f(z) sera une 
Jonction rationnelle. 


22. Les théorèmes précédents s'étendent immédiatement aux 
fonctions uniformes sur une surface de Riemann. Représentons par 
A (3) une telle fonction, que l’on supposera n’avoir sur la surface 
que des points singuliers essentiels isolés. S% les équations 


DT MARS = DO NOA (2e 


n'ont qu'un nombre limité de racines, la fonction A(z) n'aura 
pas de singularités essentielles et elle sera, par suite, une 
Jonction algébrique de z, ramifiée comme la fonction algé- 
brique définissant la surface de Riemann ('). 


dérée par Riemann (Journal de Math., 1893). Soit une fonction entière 
G(z)=@+az+...+a,z"+..., 


el Supposons qu'on puisse trouver un nombre positif « tel que, à partir d’une 


certaine valeur de m, 
1 


(1.2...m)e 


IA 


M. Hadamard établit le théorème pour les fonctions entières satisfaisant à cette 
condition, mais toutes les fonctions entières ne rentrent pas dans ce type. 

(:) E. PrcarD, Sur une propriété de certaines fonctions analogues aux fonc- 
tions algébriques (Comptes rendus, t. LXXXIX, 1879). 
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« 


V. — Sur les transcendantes uniformes satisfaisant à une équation 
du premier ordre et du premier degré. 


93. Les théorèmes démontrés dans la Section précédente per- 
mettent de faire quelques remarques intéressantes sur les trans- 
cendantes uniformes satisfaisant à une équation du premier ordre 


et du premier degré 
= P{æ; va 


T'ON 


Pet Q désignant deux polynômes en x et y premiers entre eux. 
Je les emprunterai à la thèse de M. Petrovitch (!). 

On peut tout d’abord, par une transformation homographique 
préalable, supposer que le degré de P par rapport à y surpasse 
de deux unités le degré de Q par rapport à cette même lettre. 

Nous nous placerons donc dans cette hypothèse. De cette ma- 
nière, la valeur y — « est une valeur ordinaire, c’est-à-dire que 
l'intégrale qui, pour une valeur arbitraire x, de 4 RUGE la va- 
leur infinie, a un pôle au point xs. 

D’après les généralités étudiées au Tome IT (p.324 et suiv.), 
nous pouvons marquer à l'avance sur le plan les points qui ne se- 
raient pas pour une intégrale des points ordinaires, des pôles ou 
des points critiques algébriques. Üne intégrale uniforme ne pourra 
donc avoir dans le plan qu’un nombre limité de points essentiels. 

Nous allons maintenant distinguer quatre cas : 


° Je suppose d’abord que l’équation 
Qi; À) 19; 


considérée comme équation en À, admette, pour x arbitraire, plus 
de deux racines distinctes. Désignons par 


P1(T), pa), v3(x) 


trois de ces racines; ce seront des fonctions algébriques de x, qui 
seront ou non des branches d’une même fonction algébrique. 


(*) MIcneL PETROVITCH, Sur les zéros et les infinis des intégrales des équa- 


tions différentielles algébriques (Comptes rendus, 1894, et Thèse de doctorat, 
Paris, Gauthier-Villars). 
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Pour une intégrale uniforme y de l'équation différentielle, on 
ne peut avoir 


Q(x, 7) =0 


que pour un nombre limité de points +, car, lorsque cette relation 
est remplie pour un certain système (x, Yo); il faut que l’on ait 


en même temps 
EP) tot 


Sans cela, l'intégrale qui, pour x = x, prend la valeur 7s, ne 
serait pas uniforme dans le voisinage de xo (t. IT, p: 325). Par 
suite, pour l'intégrale uniforme y que nous lione les équa- 
tions 


(4) J = p1(T), J = pa(æ), J = Y3(x) 


ne pourront avoir qu'un nombre limité de racines. 
Ceci posé, envisageons le quotient 


L 


Ar) (area) (9 PS 
OP) Ces) 
C'est une fonction de + n’ayant qu’un nombre limité de valeurs, 


et ne pouvant avoir qu'un nombre fini de singularités essentielles. 
Or les trois équations 


Are) = "10; A (MNT, GED 


n’ont qu’un nombre limité de racines, comme il résulte immédia 
tement de ce que nous venons de dire sur les équations (4). Il 
résulte de là ($ 22) que A(x) est une fonction algébrique et, par 
suite, y (qui est uniforme) est rationnelle. Aïnsi, si l'équation 
Q(zæ, À) = 0 a au moins trois racines distinctes, toute intégrale 
uniforme est rationnelle. 


° Supposons en second lieu que l’éauation &, À) — 0 ait 
P q | A, 
seulement deux racines distinctes 


o1(T), pa(T), 


et, en désignant par y une intégrale uniforme de l'équation, con- 
sidérons le quotient 


D 
En 


P.— III. 
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Soit Ÿ une seconde intégrale uniforme, et formons aussi le 


quotient 
s N'EE O1 


Y — 


En divisant ces deux quotients, nous obtenons l’expression 


Cr PALCES Ran 
(Ep) PES AN 


(5) 


Elle n’a qu’un nombre limité de valeurs et ne prend les valeurs 
o,1et que pour un nombre limité de valeurs de æ. Ceci résulte 
des propriétés, étudiées plus haut, des équations y — = 0, et de 
ce que, en dehors d’un nombre limité de points spéciaux, on ne 
peut avoir y — Ÿ, ce qui entraïnerait l'identité des intégrales. 
L'expression (5) est donc une fonction algébrique de x, et par 
suite & ne peut y avoir deux intégrales uniformes qui sotent 
des transcendantes distinctes, en entendant par là que toute in- 
tégrale uniforme s'exprime algébriquement à laide d'une pre- 


mière intégrale de même nature. 
30 Examinons ensuite l'hypothèse où l’équatuion x, À) — 0 
| ; 
n’a qu'une racine distincte; soit v, (æ) qui est alors nécessairement 


rationnelle. En posant 


l'équation différentielle proposée devient 


dz 
— = S(L2) 

S étant un polynôme en 3 et dépendant rationnellement de x. Si 
nous désignons par 3, 3, 33 trois intégrales uniformes, le quo- 


ent 


ne pourra devenir égal à o, 1 eto que pour un nombre limité de 
aleurs de æ, et par suite l’expression précédente sera une fonction 
rationnelle de x. 1l ne peut donc y avoir plus de deux tnté- 
grales uniformes qu soient des transcendantes distinctes. 


4° Ilne reste plus à examiner que le cas où le dénominateur 
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Q (x, y) ne dépendrait pas de y. On a alors une équation de Ric- 
cali 
dx 


= P(æx, y), 


P étant un polynôme du second degré en y, ei il ne peut alors 
exister plus de trois intégrales uniformes transcendantes dis- 
tinctes, toute intégrale de l'équation s'exprimant à l’aide de trois 
d’entre elles. 

Ainsi nous arrivons à la conclusion générale que, pour une 
équation différentielle du premier ordre et du premier degré, 
ul ne peut y avoir plus de trois intégrales uniformes qui soient 
des transcendantes distinctes. Nous renverrons, pour une étude 
plus approfondie, au Mémoire cité plus haut de M. Petrovitch. 


es 0 —— 
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CHAPITRE XIV. 


SUR CERTAINES CLASSES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES IRRÉGULIÈRES A L'INFINI. 


I. — Généralités sur les valeurs des intégrales à l'infini dans 
une direction déterminée. 


1. Désignons par f(t) une fonction réelle de la variable réelle £, 
définie depuis une certaine valeur #, de t jusqu’à { = + 00. Nous 
dirons, d’une manière générale, qu’une telle fonction est /imitée 
si, à partir de 4,, elle reste en valeur absolue moindre qu'un cer- 
tain nombre fixe qu’on puisse assigner; elle sera c{/imitée dans 
le cas contraire. Ceci posé, soient À, et À deux nombres réels 
(li > À), et admettons que le produit | 


Ent (4) 


soit illimité quand 4 varie de #4, à + co, tandis qu’au contraire le 
produit 


Eat f (0) 


tende vers zéro pour £ — +0. Je dis qu'il existe un nombre À, 
compris entre À, et À, tel que le produit 


elo+E)t 
est illimité, tandis que le produit 


a, pour { — , la limite zéro, en désignant par e une quantité po- 
sitive aussi petite qu’on voudra. On le démontrera en partageant 
l'intervalle (2.,, 2) en un certain nombre d’intervalles; 1l y aura 
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parmi ceux-ci un intervalle tel que, pour la limite supérieure, le 
produit correspondant sera illimité ou ne tendra pas vers zéro 
pour £ — , tandis que le produit correspondant à la limite infé- 
rieure aura zéro pour limite. On partagera de nouveau cet inter- 
valle en un certain nombre d’autres, et l’on a ainsi une suite d’in- 
tervalles compris les uns dans les autres et tendant vers zéro. Ces 
intervalles auront donc une limite À, et pour an intervalle 


(Ao— 1, \o+e);, 


< et ñ étant des quantités positives aussi pelites que l’on voudra, 
le produit 
edo—n)t RE) 


aura zéro pour limite, tandis que le produit 
eo+E)t RU 


sera illimité. Ce produit ne peut pas être limité, car alors le pro- 


duit 
edo+e)t f(4) (ORE e) 


aurait pour limite zéro pour € — + , et nous aurions donc mal 
choisi les intervalles. 

Le nombre parfaitement déterminé 4, nous l’appellerons le 
nombre caractéristique correspondant à la fonction. 

La notion de caractéristique se généralise pour un système de 
fonctions 


FAN ANT CNT DRAC ET 
définies de {9 à +. Si les produits 
eM fi(t), eht fa(t), CU eh fa(t). 


ne tendent pas tous vers zéro pour { — +, mais qu'il en soit 
ainsi pour les produits 


ebt fi(t), ebt fat), LCR eMtifn(t), 


il existera entre À et w un nombre À, (qui peut être égal à »), 
tel que les produits 


elhiroé fi(t), ..., eo f,(t) 
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tendent vers zéro, tandis que, parmi les produits 


ethi+e)t fi ( 7 à ON eorelt fh(t), 


il y en a au moins un qui est illimité. 


2. J’envisage maintenant un système d'équations linéaires du 
premier ordre 


[ dr: 

n QTE = A1 Ti + Mo Lo... + Ann: 

| dr UE ne 
sn — — oi T An2 To. + Ann: 

(1) / dt 2n 112 
” 

EE L 
di = An1T1+ Ana To... + AnnEn) 


les a étant des fonctions réelles de la variable réelle #. Je suppose 
que tous les a soient limttés, c’est-à-dire moindres qu’un nombre 
fixe M pour { compris entre {4 et «. Posons 


Ti = Viet (EST, 2000 n), 


À étant une constante pour le moment arbitraire. 
Le système devient 


di ve 

dt = (du—/À)Yi+ Gp es dinVn) 

dy 

PP PAL + (Gas — À)Ya+...+ GonYm 

dYn : 

Fa &n1,1 mi Œn2,) 2 +. . PR ne (Ann — Fe DV n° 


En multipliant ces équations respectivement par y, ya, ..., y 
el ajoutant, nous aurons 


I 
(arr 0e dt 
ns 


CAM DE ad EAN A) Yi) —= (an — À) y? + (22 — 1)73 +. #E 


EU (ann — À )Yh +. + 
le second membre étant une forme quadratique en y, Vos... ne 


S1 nous prenons pour À une constante « suffisamment grande, le 
second membre sera une forme quadratique définie et négative, et 
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nous aurons par suite 


d(Yi+yi+...+y2) 
dt 


<'O: 


Par suite, quand £ augmentera de 4, à +, la fonction 
D dl D 2 en On me 2 


ira en diminuant. Îl en résulte Que Yi, Vos --., nr restent en va- 
leur absolue moindre qu’un nombre fixe, et, par suite, les pro- 


duits 
Dee Da 6 THEN ER SERA 


seront limités. 

Nous pouvons prendre pareillement pour À une constante $ suf- 
fsamment petite en valeur relative, pour que la forme définie dans 
le second membre de (2) soit positive, et alors nous aurons, de 4, 


à +, 


CRETE eee PRES 
dt M AE Le 


et, par suite, la fonction 


19 


+...+yÀ 


Ar 
ira constamment en croissant. Il en résulte que les produits 
PE ONU 2 NE PL 


ne peuvent tendre tous vers zéro. 
En se reportant au paragraphe précédent, on peut alors énon- 
cer le théorème suivant : 


Tout système d'intégrales x;, æ2, ..., %n du système (1) (en 
! excluant seulement x, = xs —...—= x — o) admet un nombre 
caractéristique Ào (!). 


Une des conséquences pratiques les plus intéressantes de ce 


(:) Cet intéressant théorème est dû à M. Liapounoff, qui l’a fait connaître dans 
un Mémoire important malheureusement publié en langue russe (Kharkoff, r892). 
En m’envoyant récemment son travail, l'éminent géomètre russe a bien voulu 
me faire une analyse succincte des résultats qui s’y trouvent et qui sont principa- 
lement relatifs aux solutions asymptotiques des équations de la Mécanique. J’es- 
père avoir l’occasion d’y revenir dans une autre partie de cet Ouvrage. 
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théorème est que, étant donné un système tel que (r), à coefficients 
limités, on peut trouver un nombre réel k, tel que les produits 


er Tr, ekt ze, DECRU) ektr, 


tendent vers zéro pour t = + 0. | 
I en sera évidemment de même, d’après les équations différen- 


tielles, de 


dæ; okt dr oke dTn 
’ dt 


kt 
ACT 
at è dt d 


On conclut de là aussi que, st dans l’équation différentielle 


dmy dm-17 
dim + W1 dem +... + Pmÿ —= 0, 


les coefficients p sont des fonctions limitées quand la variable 
réelle t varie de ts, à +, on peut trouver un nombre k tel que 


ent AV ere ; PANIEE 
UE dt HS D dt 


tendent vers 3éro pour t = + o. 


3. Nous avons supposé que, dans les équations différentielles, 
les coefficients étaient réels. Si ces coefficients étaient des fonc- 
uons complexes de la variable réelle 4, on pourrait employer les 
mêmes considérations. En posant, en effet, 


pus / nl 2 ! ÿ " 
Ti= Ti + id, ET) Tan —=LTn+rlLh, 


et de même pour les coefficients, nous aurions un système de 2n 
équations auxquelles s'appliquent les résultats précédents. Il y a 
dans tous les cas un nombre caractéristique, la variable £ restant 
toujours réelle entre £{, et + ce. 

On peut aussi considérer le cas où la variable # prend des va- 
leurs complexes, mais en la faisant grandir indéfiniment avec un 
argument déterminé, et en supposant que dans ces conditions les 
coefficients a aient des modules limités. On posera en effet 


l'= rein: 


1? , . \ . _ A ; 
et l’on aura une équation où la variable sera la quantité réelle 7 


que l’on fera augmenter indéfiniment, pendant que w reste con- 
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stant. {7 y a alors un nombre caractéristique pour un argu- 
ment déterminé. 

D'après le $ 2, on pourra trouver un nombre # tel que les pro- 
duits 


ekr gi, 4 er, 
tendent vers zéro pour 7 — +. Donc les produits 
eht (cos © —isinw) »,, LES EE n ) 


tendront vers zéro et, par conséquent, on pourra trouver une con- 
stante £’ telle que les produits 


ek't Tyn 


tendent vers zéro quand £ s’éloignera à l'infini avec l'argument w. 
Ce résultat nous sera plus tard très utile. 


4. Dans le cas où les coefficients 4 ont une valeur déterminée 
pour £ — , on pourra trouver une limite inférieure du nombre 
dont nous avons parlé à la fin du $ 2, en prenant 


k= —}, 


À étant telle que la forme quadratique, qui figure dans le second 
membre de (2) en y faisant { — «, soit définie et négative. 
Ainsi, prenons par exemple l'équation linéaire du second ordre 


d? dy 
ee dr 79 


dx 


où p et g sont continues de Xo à + , et prennent les valeurs Po 
et go DOHEX +. Nous considérerons le système 


Se 
a SO 
dy" 
Ne AN NU R& 
et, en posant 
y = zekx, = 3'ekx, 
nous avons le système 
dz HN 
se Ce OO NE 
s 
CAR (p—À)z + gz 
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Nous devons prendre À de telle sorte que la forme quadratique 
— Àz+(p—X)z?+(g +133 


soit définie et négative; ce qui nous conduit à considérer l’é- 
quation G 

(go +1) + 4 (po—À) = 0: 
les racines de cette équation sont réelles, l’une est positive et 
l’autre négative. Soit & une quantité supérieure à la racine posi- 
tive de cette équation; nous sommes assuré que 


PONT 
tend vers zéro, quand x augmente indéfiniment. 
9. Voici encore, dans un ordre d'idées analogues, quelques 


remarques sur la façon dont se comporte l'intégrale pour x très 
grand, mais c’est le rapport 


ue =D 25 
TRUE dx as 
En posant 
MERS EN 
32= —) 
54 
nous avons l'équation de Riccati 
À dz 


Considérons d’abord le cas où l'équation 
+ poz+qo—=0  [Po=p(+ =), go = g( +) 


a ses racines réelles, que nous désignerons par & et B («== B). 
Nous appellerons «& et b les deux racines de Péquation 


CPR ID SEL EERON 


qui sont des fonctions de x tendant vers « et £ pour æ = . Di- 
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verses circonstances peuvent se présenter relativement à a et b, 
suivant que chacun d’eux se rapproche de sa limite, en croissant 
ou décroissant; supposons que nous ayons 


DIET 


À. 


et considérons une intégrale de (3), supérieure à & pour la valeur 
initiale æ,, intégrale que nous désignerons par 3. Nous faisons 
croître æ de æ, à +, et nous voulons voir ce que devient l’inté- 
grale 3. Celle-ci va d’abord décroître, et elle décroîtra tant qu’elle 
sera supérieure à a. Or, elle ne peut atteindre Le car, aussitôt 


qu’elle serait descendue au-dessous de à, elle devrait croître 
Ce 
dx 
décroissant en restant toujours supérieure à «; il y aura donc une 
limite pour l'intégrale 3, quand + augmentera indéfiniment. Cette 


se trouvant alors positif. Il en résulte que z ira constamment en 


limite ne pourra être que «, car, si z tendait vers un nombre o/ 
supérieur à &, l’équation 


7 je ir 
PE red A | 


<0 


‘ 


conduirait à une contradiction, le second membre restant fini 
quand 3 tend vers 4. Notre intégrale z a donc « pour limite. 
Supposons maintenant que 


AUD 


et prenons toujours une intégrale dont la valeur initiale pour 
æ = %, soit supérieure à &. L'intégrale z ira encore en diminuant, 
tant qu'elle ne deviendra pas égale à a. Si cette circonstance se 
réalise, z ira ensuite en croissant, mais sans pouvoir atteindre de 
nouveau &, Car elle ne pourrait alors dépasser à, devant à la fois, 
à ce moment, croître et décroitre. Dans tous les cas 4 aura, par 
conséquent, une limite, et l’on voit comme plus haut que cette 
limite est ©. 

Nous venons de voir que toutes les intégrales, qui deviennent à 
uu cerlain moment supérieures à a, ont & pour limite. La même 
conclusion s’applique aux intégrales qui deviennent, à un certain 
_ moment, égales à une valeur comprise entre a et b, car elles vont 
alors en croissant et se rapprochent indéfiniment de ©. 
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Le seul cas qui reste à examiner est celui où l’on aurait con- 


stamment 
Be QU, 


Quand b est supérieur à $, il peut arriver, si la valeur initiale 
de 3 est entre $ et b, que z ait pour æ — la limite $. Si la limite 
de z n'est pas 8 (ce qui arrivera, en général), z continuera indéfi- 
niment à décroître jusqu'à — , et la relation (4) montre que z 
deviendra égale à — pour une valeur finie de x. Il y aura ensuite 
pour 3 passage de — æ à + o, et nous nous trouverons dans le 
cas précédemment examiné, c’est-à-dire que la limite EMULE == 00 
de notre intégrale est encore «. 
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 


4 
La limite de pour x — existe toujours; elle est, en gé- 


néral, égale à « et peut exceptionnellement étre égale à £. 


6. Tout ceci suppose que l'équation 
— 2 + Po + 90 = 0 


ait ses racines réelles. Les conclusions sont tout autres, si l’équa- 


. . . . . dz ° # 
Lion à ses racines imaginaires. Dans ce cas, dx “era toujours néga- 


ufet, par suite, z ira toujours en diminuant, à partir d’une valeur 
suffisamment grande de x. 

Je dis que, pour une valeur finie de x, l'intégrale z deviendra 
égale à — . Car d’abord il n’est pas possible que, pour & = +, 
3 ait une limite finie déterminée; c’est ce qu’on verra en refaisant 
le raisonnement du paragraphe précédent. Ensuite, il n’est pas 
possible que 3 atteigne seulement la valeur — œ, pour L'E=A o0 
comme le montre encore la relation (4), dont le premier ee 
augmenterait indéfiniment, tandis que le second resterait fini. 

Toute intégrale oscillera alors une infinité de fois entre + 
el — , avec passage brusque de — à + +. Telle est l'équation 


dz 
dx 

dont l'intégrale est 
3 = tang(To — x). 
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1. En revenant au cas des racines réelles « et 6, il est facile 
d'établir un lien entre le résultat du $S bd et les théorèmes démon- 
trés plus haut. Puisque 


L 
Os 
lim = 4, 


on peut écrire 


ar! 


J 


la fonction o(x) ayant zéro pour limite pour x = +. Il en ré- 
sulte que 
" ‘j 
de [& + o (x)] dx 
JS Ne 
Si donc l’on prend le produit 
Ni2Serar (a > «) 


il en résultera que ce produit tend vers zéro, quand x augmente 
indéfiniment. Nous retrouvons donc bien le résultat obtenu plus 
haut. 


8. Nous allons considérer maintenant le cas où les coefficients 
de l'équation linéaire 


dy dy (4 
dus OP de TI T0 


sont des fonctions complexes de la variable réelle x, ces coeffi- 
cients tendant vers p, et go quand x tend vers + . En posant 


\ 
CRE U, 
Je 
nous avons l'équation 
du 7. 
1 t US —pu—+—q—o. 


Supposons que l’équation 
U?+ Pou + 40 = 0 


ait pour racines & el f, la partie réelle de + étant plus grande que 


colle de 6. , 
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Soil 


on aura | 
= aV u?+pu+g 


u? + Pou + go 


Soient|u—a)—ret|u—$ | p. Nous désignerons par s une 
quantité positive fixe, mais aussi petite qu’on voudra. Dans le 
plan de la variable complexe w, les deux équations 


représentent deux petits cercles G et C’, comprenant respective- 
ment à leur intérieur les points & et $: Si u est tel que 


la partie réelle du second membre de l’équation (5) sera négative, 
si æ est suffisamment grand; en effet, le dénominateur restera 
fini, et pour æ — + le numérateur devient égal au dénominateur, 
et, par suite, comme la partie réelle de $ — à est négative, l’asser- 
uon est évidente. Nous aurons ainsi, en posant 


V=e+zce, 


LT # OR ' : k 
sen négatif dans les conditions indiquées. On en conclut donc 
que, pour æ très grand, la fonction réelle + va en diminuant du 
: I I 
moment qu'elle est comprise entre — - el + * 
1 


Supposons que pour la valeur initiale +,, prise assez grande, 
e soit compris dans cet intervalle; il ira en diminuant, et, s'il 


] Les ë À ak DATE 
descend au-dessous de — FE il lui restera toujours inférieur. Dans : 


ce dernier cas, # aura nécessairement — « pour limite, puisque & 
est aussi pelit que l’on veut, et w aura alors à pour limite. 


; ) HEC NS ; LA # 
On pourrait craindre que © n’atteignit jamais — -, et eût, par 
j € 


suite, allant toujours en décroissant, une certaine limite finie /; 
u resterait toujours dans ces conditions à l’extérieur des courbes 
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Get C’. L’équation (5) nous donne 


ES 
qe = A [ (0) PET a |, 


dx U? + pou + Go 


en désignant par la lettre R(a) la partie réelle de la quantité « ; 
d’où nous concluons | 


T— Z 1e ss 
LT NET DE 5 , 
a |(B— x) u?+ pu + z.| 
e/ 


U?+ pou +4 


Vo 


le dénominateur ne s’annulerait pas à partir d’une valeur suffi- 
samment grande de æ, et il serait très voisin de RA(B — a). Donc. 
9 tendant vers /, le second membre resterait fini, tandis que le 
premier devrait augmenter indéfiniment. 

Le seul cas où w pourrait ne pas avoir & pour limite serait 
celui où, « étant donné, il arriverait qu’à partir de la valeur de x, 


our laquelle as est négatif quand v est compris entre — } et 


e 


JE ; : à ae vi ; 
SO cette fonction 6 fût toujours supérieure à -: Mais alors la 


[Q 


limite de » serait nécessairement + « et, par conséquent, u au- 
rait $ pour limite. 

Nous arrivons donc à la même conclusion qu'au $ D, mais 
dans un cas plus général : la limite de u est en général +, et 
elle peut cependant exceptionnellement étre égale à  (!). 

On tirerait de ce résultat la même conclusion relative à l’exis- 
tence d’un nombre « tel que 


MÉErE 


ait zéro pour limite, quand æ augmente indéfiniment; mais on 
doit remarquer qu'avec ce mode de raisonnement le cas où les 
parties réelles de x el $ sont égales se trouve ici exclu : nous 


savons alors, d’après le $ 6, que - peut ne pas avoir de limite. 


(!) Ce théorème ést dû à M. Poincaré, qui l’a établi dans son Mémoire de l’A- 
merican Journal of Mathematics (vol. VII, n° 3), Sur les équations linéaires 
aux différentielles ordinaires et aux différences finies. Comparer sa démonstra- 
tion avec celle que nous donnons dans le texte. 
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M. Poincaré a étendu le théorème que nous venons d'établir . 
pour une équation de second ordre à une équation d’ordre quel- 
conque, et 1l a démontré le théorème suivant, que nous nous 
bornerons à énoncer. 
Considérons l’équation linéaire d’ordre » 
dr y dn—1 V 


4 ! 


dxn RTE dxn-1 


+ DPnY —=0, 


et soient pi, ..., p} les valeurs de p,, +» Pn POUF D ==60REt 
supposant que les racines de l’équation 


2% + pizt-1+,,.+p9—o 


! 
aient leurs parties réelles distinctes, Le quotient 7 «toujours une 


ltmite qui est, en général, la racine dont la partie réelle est 
la plus grande, mais qui peut exceptionnellement, pour cer- 
taines intégrales, être égale à une des autres racines. 


II. — Sur une classe particulière d'équations linéaires auxquelles 
s'applique une transformation de Laplace. Équations à coeff- 
cients du premier degré et équations à coefficients constants. 


9. Les équations dont nous voulons parler sont les équations 
de la forme 


dm y dm—17 


0 dx 1 demi ere or Phy == 0 , 


où les coefficients P sont des polynômes de degré p. Nous traite- 
rons dans cette Section le cas le plus simple de p—1, qui est 
d’ailleurs celui où la méthode réussit d’une manière complète. | 

Cherchons, avec Laplace, à exprimer y à l’aide d’une inté- 


grale 
É 
Y vi p(z)ezx dz, 
x 


dans laquelle les limites & et 6 sont des quantités indépendantes 
de x, que l’on déterminera ultérieurement, et p(3) représente 
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une fonction inconnue de 3. On aura 


Parent ele nie odeo,t sn ral diet (erx atelets 


7 X 


5 P 
DT | d(vzm) 
te 3)zm 2X dz — (pzmezx )\X Lee ex dz. 
D Cr 


Supposons la fonction + et les constantes et 6 telles que 


(vezx )f D nee CO ezx)$ SU) 


En posant 
P6 = or + bo, Pitt + 6,, ….s Pre anr+br, 


l'équation différentielle devient 


) 
i d m 
f |- ao RER + bov 3m — 1 et dz3= 0. 


de ds 


i expression entre crochets ne dépend pas de x. No égalerons 
donc tout naturellement à zéro cette expression pour déter- 
miner ?, qui se trouvera alors satisfaire à une équation de la 


forme | | É 
ne) rt QE) 0. dre ere | 
P(z:) et Q(z) étant des polynômes de degré m en z. 
En nous plaçant donc dans le cas général où les & et b sont des 
P.— III. 29 
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constantes quelconques, on aura 


do 
dz Z x D 
SÉPARER RE 1 m À 
p P(z) 3 — 4% 8 — An 
et l’on prendra 
p — ebz(2z mi ay )M (z — 2 a RTE (3 2£- An )m. 


Il s’agit maintenant de déterminer « et B; c’est ce qui peut se 
faire de manières variées. 


10. Quand À, he, ..., n ont leurs parties réelles positives, 


on pourra prendre 
4 — A, GR; (TOR 


et intégrer en prenant un chemin quelconque de «, à a;. Les 


conditions 
(pzkezz) —o (LETTRE 


sont bien vérifiées, puisque + s’annule alors pour 3 — « et pour 
z—$8. On obtiendra ainsi m —1 intégrales visiblement holo- 
morphes dans tout le plan; il résultera de ce que nous allons dire 
plus bas qu’elles sont linéairement indépendantes. 

On peut obtenir ces m» — 1 intégrales d’une manière un peu 
différente qui conviendra, quels que soient les signes des parties 
réelles des À. Nous procéderons comme nous l'avons fait plus 
haut dans le cas des intégrales hypergéométriques (p: 303). Soit 
& un point quelconque. Nous considérons un chemin fermé 07 
partant de à et y revenant, après avoir tourné autour de di, et 
pareillement un chemin fermé C, partant de a et yrevenant après 
avoir tourné autour de &,. Nous allons prendre 


de Die ®, 


le chemin total d'intégration étant formé des parties suivantes : 
Ci parcouru dans le sens positif, puis C> parcouru dans le sens 
positif, ensuite C, parcouru dans le sens négatif, et enfin C;, par- 
couru aussi dans le sens négatif. Dans ces conditions, la fonction. 
retrouve à la fin sa valeur initiale, et les conditions voulues 
sont bien vérifiées. Chaque combinaison (4, 4;) nous donne ainsi 
une intégrale holomorphe. 
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11. On peut adopter bien d’autres chemins d'intégration; les 
chemins suivants vont nous conduire à min tégrales, dont il sera 
intéressant d'étudier les valeurs pour x réel positif et très grand. 
Nous nous plaçons dans le cas tout à fait général où aucune rela- 
tion spéciale d'égalité n'existe entre les coefficients de l’équa- 
tion différentielle. 

Prenons un des points æ, soit &,. Par ce point je mène du côté 
des £ négatifs une parallèle P à l’axe £ des quantités réelles, en 
ayant posé 

2=E + in. 


Nous allons prendre, comme chemin d'intégration, une sorte 
de lacet ayant son origine à l'infini négatif sur cette droite P. Le 


Fig. 24. 
PPT 
Fr a) 
B <— F 
LE à 
point « représente dans la figure le point à l'infini sur P; le lacet 
se compose de la portion &p, d'un cercle C de rayon r, et de la 
portion pf, le point B coïncidant à l'infini avec & sur la droite P. 
En supposant que la parte réelle de x soit supérieure à celle 
de — u, l'intégrale correspondante 


B 
de CBS (3 — 4j )h ... (3 — ay )\mezx dz 
x 


aura un sens, et les conditions complémentaires seront vérifiées. 
Nous obtenons donc ainsi m intégrales de l'équation différentielle. 
Nous allons chercher comment se comportent ces intégrales pour 
æ positif et très grand, | 

Nous ne diminuerons pas la généralité en Supposant 4, —0o et 
remplaçant x par x — H, Ce qui revient à supposer que H— 0. 
Nous avons alors lintégrale 


EYE pt DC et POLE ER 
LE 


Prenons d’abord l'intégrale 


— © 
“e 3h (3 — Gr .. (Z2— mn jm e2X d3. 
—7 
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Je dis qu’elle tend vers zéro, quand x augmente indéfiniment en 
étant positif. On a, en effet, pour 3 négatif et inférieur à — 7, 


| 3h(3 Eee 2 .. (z 7 Un Jim | 4 ÉuT 


e étant une quantité positive convenable. L'intégrale sera done 


LA 


en valeur absolue moindre que la valeur absolue de l'intégrale 


e—r(x—E€) 


Lise 


— co 
f ez(x —€) dz, c’est-à-dire 
—r 


et tendra, par conséquent, vers zéro pour æ =. Pareillement le 
produit de l'intégrale par x”, Æ étant une constante quelconque, 


tend vers zéro pour x infini. 
Il faut maintenant étudier l'intégrale le long du cercle GC, en 
partant de Pp et y revenant. Nous commencerons par envisager 


feras 
C 


le long de ce cercle, et par chercher la limite du produit 


æÀ+1 ‘1 zhe:x dz 
C 


pour æ — + ©. Posons x: —-—7; nous aurons, à un facteur nu- 


fr EN dy, 


prise le long d’un cercle T de rayon rx, et en partant du point 
rx dans le plan de la variable complexe y. Cette intégrale est 
une fonction bien déterminée de À; quand À a sa partie réelle 


l'intégrale 


mérique près, l'intégrale 


supérieure à — 1, on voit de suite que l'intégrale a pour valeur 
0 
(1 — e?Àmi) yhe-r dy 
+2 D 
et par suite, pour æ —, nous avons la limite 


(e2ATi 1) T(A +1), 


F(ÀA + 1) désignant la fonction eulérienne de deuxième espèce. 
Ce résultat sera général, quelle que soit la valeur de la parue 
5 > q Il Ï 
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réelle de À. On remarquera que ce produit est différent de zéro, 
sauf quand À est un entier positif ou nul. Quand À est un entier 
négatif, la fonction FT devenant infinie, le produit n’est pas nul. 

Si nous revenons maintenant à l'intégrale proposée, nous déve- 
lopperons, pour z de module suffisamment petit, 


zh (z — %9 Ju... (3 — am )hr 


en série de la forme 
A0 3h —- A; zh+l —- A, 3142 SR. 


et, en appliquant alors le résultat que nous venons de trouver, il 
apparaît que le premier terme de ce développement donne seul 
une limite différente de zéro, quand, multipliant l’intégrale par 
æMTt, on fait x — + > (on exclut, bien entendu, le cas où À, se- 
rait un entier positif). Quelques explications sont cependant né- 
cessaires pour être complètement rigoureux. 

Reprenons, en supposant, comme 1l est permis, le rayon 7 du 
cercle C suffisamment petit, le produit 


ati f (A0 MER Angle .)ezx dz. 
C 


Désignons par R, le reste de la série 
A0 te Az De 


quand on s'arrête après le terme A,3. On sait que, étant 
donnée une série entière, on peut trouver deux nombres pr et p, 
tels que 

[An] <up7, 
et l’on aura alors 
Ne 


1 
Raul < La |, 


7p 


Nous avons à étudier la somme 


gr f Ao3hezt ds +... œh# fai zh ex dz 
: | C € 
(S) ‘ 
avt [Roc ezx dz. 
C 


On voit de suite, en posant 2x — — y, que la dernière intégrale 
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est égale à 
fRinne-ray, 
À 


en désignant par À un lacet dans le plan de la variable y partant 
du point rx et ÿ revenant, après avoir tourné autour de l’origine. 
Son module est donc, à un facteur numérique près ne dépendant 
que de À;, moindre que le module de 


pr o)r+1 
lp 


Donc, quel que soit x, on peut prendre x assez grand pour que 
le reste de la somme S soit inférieur à tel nombre qu’on voudra 
q - 
car on peut supposer rp <[ 1. On fera maintenant croître x indé- 
finiment, et pour les autres termes de (S ui sont en nombre 
) Ï » 
fini, on n’a qu’à appliquer ce que nous avons dit plus haut. Le 
premier seul donne une limite différente de zéro. 
Nous pouvons donc conclure en disant que, sauf le cas exclu 
P : ; 
le produit de l'intégrale par æk#1 a une limite finie et différente 
de zéro pour T —} +060. 
On a supposé «; — 0. En donnant à &«, une valeur uelconque 
PI 1 q 
et rétablissant le terme dépendant de nous reviendrions à l’in- 
P M 
tégrale 


Ji = f'eus(3 —  )Mi (2 an J\m 62% dz, 


relative au lacet qui correspond à 4,. Pour être ramené au cas 
dea; — 0, il suffit detremolacer z Jar 4, + Z, et c’est par suite 
) P Ï Ù Ù P 
au produit 
nd VE D 


que nous avons à appliquer le résultat qui vient d’être établi. 
Nous avons donc le théorème Suivant, qui résume cette dis- 
Cussion : 


En désignant par J'1 l’intécrale Correspondant à «, le 
produit 


ÿ1 e—UX xh+1 


a une limite finie et différente de zéro pour x = + 00. 


e> 
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192. Les m points singuliers «a nous donnent ainsi m inté- 


grales 
VE OP LS IR EU ET 


Le théorème précédent va nous permettre aisément de dé- 
montrer qu’elles sont linéairement indépendantes. Supposons, 
en effet, que nous ayons la relation 


Ciyi + CG2Yo +... + Cm Ym = 0. 
Rangeons les + dans l’ordre 


Aj, A2, ..., y; 


en supposant qu'ils soient ainsi rangés par ordre décroissant de 
grandeur de leur partie réelle ; nous aurons 


Cipie rit E Coyae- rit + On Yne-MErh ti = 0, 


Faisons tendre + vers l'infini; tous les termes, sauf le premier, 


ont zéro pour limite, puisqu'on a 
Poe ex phi+1 — (Y2e-%%X rht1) X (elt-0)x gh—h) 


et le premier facteur a une limite finie, tandis que le second tend 
vers zéro. Nous aurons donc 


Cresid 


et, en continuant ainsi, nous trouverions 


Le théorème est, par suite, établi. 


13. Nous avons supposé que nous étions dans le cas général. 
Bien des cas particuliers peuvent se présenter; leur étude ne pré- 
sente pas de difficultés sérieuses. Contentons-nous de considérer 
le cas où il y aurait deux racines égales pour le polynôme P(z) 
(S 9). Nous aurions alors, en supposant &, — 4, 


do 


Te re 


Ÿ DON IMAIFS CS AIS 
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et, par suite, 


On pourra toujours considérer un lacet analogue à celui que 
nous avons formé tout à l'heure, qui nous donnera une première 
intégrale. On voit moins immédiatement comment on pourra avoir 
une seconde intégrale, celle qui correspond à un chemin joignant a, 
à 4 quand ces deux points sont distincts. Il est possible d’ap- 
procher du point , de telle sorte que » tende vers zéro. Soit 


3 — a = p(cos0 + ;sin0) 
el soit 


PAGES HIS Re ; g [eos (0 +a)—csin(6 + a)]. 


Il faudra que cos(0 + «) soit négatif. Il y aura donc une cer- 
taine direction &,æ, el d’un certain côté de celle-ci (à droite par 
exemple dans la 2.25) on aura les directions pour lesquelles 


tend vers zéro, quand z se rapproche de 2,. Si l’on prend alors 
un chemin partant de 4, dans une de ces directions et revenant 


en 4, également à droite de 2,x, mais après être passé à sa gauche, 
l'intégrale correspondante ne sera pas nulle en général et don- 
nera une seconde solution de l'équation linéaire correspondant 
à la racine w.,. 


14. Indiquons, comme exemple, une équation rencontrée par 
Bessel dans des recherches de Mécanique céleste 
d'y dy 


D 2 POP ESSONNE EE OP 
dx? dx 4 
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En appliquant les résultats précédents, on a 


do 
dz 


el, par suite, 
A4 EE (1 ae EL D 


On a ici 
A = — L, Uo = + L. 


A 


En particulier, l'intégrale holomorphe sera donnée par l'intégrale 
définie A +. ; 

ni s 

(1 z? m1 ezx dz, 


nr 


FE 


qui n’a de sens d’ailleurs que si la partie réelle de m est positive. 
En changeant 3 en 34, on ramènera immédiatement l'intégrale 
précédente à la forme 


+1 
[ (1— 32)#—1 cos zx dz, 


/ 1 


dont le développement en série entière est bien facile. 


15. Cherchons encore ce que donne la méthode de Laplace 
pour une équation à coefficients constants 


a dm y A dm-1y SRE 
0 dx” NET dx-1 Te. Amÿ —= 0. 
En posant 
B 
(a f vezx dz, 
e X 


et faisant la substitution dans le premier membre de l'équation 
différentielle, il vient, comme résultat de la substitution, 


ii vo f(z) ex dz, 


en posant , 
J(3) = ds" + a: ZM +, . + Am. 
07. 


PRNe 

Nous ne pouvons pas ici former d’équation différentielle don- 
nant ©. L'application immédiate de la méthode ne donnerait donc 
OO. Mais l'intégrale précédente sera encore nulle si nous 
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prenons à — $, et si nous intégrons le long d'un contour fermé à 
l’intérieur duquel le produit 


(2) 
soit holomorphe. Ainsi, l'équation proposée sera vérifiée si l’on 
prend 
a P(2) 
(3) 


P(z) étant holomorphe dans une aire limitée par un contour le 
long duquel on prendra l'intégrale qui donne y. La méthode de 
Laplace conduit donc tout naturellement à la méthode d’inté- 
gration des équations à coefficients constants développée par 
Cauchy dans un Chapitre de ses anciens Exercices. 


On retrouve facilement de cette manière la forme élémentaire 
des intégrales des équations à coefficients constants. Soit &« une 
racine multiple d'ordre p de l'équation caractéristique 


J(3)= 0, 


et considérons un contour C n'enveloppant que cette racine. Nous 
pouvons prendre 


A | A; A ju 


TES ROUTE ENTER 


[2 


G(z) étant holomorphe dans C et les constantes A étant arbi- 
traires. Nous avons à calculer 


[ve da. 
C 


Pour avoir le résidu de ex, on pose z = à + h ; il faut prendre 
; 1 ù ec C 
le coefficient de n dans le développement. On trouve ainsi immé- 


diatement 
eux (Ci ir +1. 8 Cp m1), 


expression dans laquelle les C sont, comme les À, des constantes 
arbitraires, On obtient donc ainsi les p intégrales correspondant à 
la racine multiple d’ordre “rie 

Faisons encore une remarque intéressante relative aux équa- 
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tions à coefficients constants. Je prends l’intégrale 


(#1 
ce J (2) 


ezx dz 


le long d’un cercle C, ayant l’origine pour centre et comprenant 
à son intérieur toutes les racines de f(z). Montrons qu'on peut 
déterminer le polynôme P(2) d'ordre m — 1, de telle sorte que 


dy dm-1y 
dx .... ? dxmn-1 


atent des valeurs données à l'avance pour x —o. On a 


P(z) De (7) * a Pix), éuta HyfzmtiP(z) 15 
c f(&) ï ’ dx} c J( ) 2 1 | Jrm-1 Aer ; fa) %e 
Or soit, pour 3 très grand, 
P(z) el Ai A 23 an Am 
LUS) 0 5 7? ET 


A,,..., A,, seront arbitraires si P(z) est un polynôme arbitraire 
d'ordre m — 1. Les valeurs des À se trouveront déterminées de 
proche en proche en fonction des valeurs initiales de y et de ses 
dérivées jusqu’à l’ordre m —1. On peut remarquer qu'il résulte 
de là que l’ensemble des intégrales correspondant à chacune 
des racines de l’équation caractéristique forme bien un sys- 
tème fondamental. 


III. — Application de la transformation de DA RÈEE au cas 
général. 


16. Nous n'avons étudié dans la Section précédente que le cas 
où les polynômes P ($ 9) sont du premier degré. Arrivons à l’é- 
quation générale 


dm y dm-1y 


de Plate dec Ph = U) 


où les coefficients P sont des polynomes de degré p en x. 


; 
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Nous reprenons l'intégrale 


É 
= [ P (3) et dz. 
œ 


Nous avons plus haut transformé, au moyen de l'intégration par 
parties, les produits 
dy EPA 


dx am 


Considérons maintenant les produits . 


à L 5 dm y 
XV, T An AS T TA . 


Nous nous servirons à cet effet de la formule d'intégration par 
parties généralisée, à savoir 


dP V dP-1V dU dr-2V 
JU HAT à dzP1 ds dei 
dPAU CR ONE RER 
je (— 1)P—1 T2 HAN V ra rs 1)P AN Pi ds. 
On a ici 
B 
MP dé v xP ex dz. 
X 
Nous poserons donc 
De V = ex, 
et l’on aura alors 
6} 
l 
LEP (oæP-1ezx )$ De CS crie) ..—(— De f es a. dz. 


Semblablement, pour réduire 


dmy B 
aP = f v 3" xP e:x dz, 
œ 


dx 


on posera 
U — pz/n, V — ezx, à | 
et l’on a ainsi | 


dm y 


8 4 dP(vz) 
dam 


dzP 3. 


æP 


= (63m xp—1 ezx )$ —.—(—1)?-t fe: 


A% 


CERTAINES CLASSES D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 389 


Soit maintenant APE 
b 


P, —( xP +, .., TA A L 


FF CG: LP US 


et considérons dans l'équation différentielle transformée l’inté- 
grale définie qui y figure. Cette intégrale est 


B D ? ? zm—1 
à | ca ERA Ar Rs Ce? +... fes ds. 
œ 


dzP dzP 


La quantité entre crochets ne dépend pas de x. En l’égalant à 
zéro, nous obtiendrons une équation linéaire et homogène en + 
d'ordre p, dont les coefficients sont des polynômes de degré m 
en 5. Ce sera l’équation 


(6) (Goz+ Giami+...+ On) 2 += O0. 


Si l’on peut choisir une fonction # satisfaisant à Péquation pré- 
cédente, et si l’on peut, par un choix convenable de « et 6, s’ar- 
ranger de manière que les termes intégrés soient nuls, on aura 
une solution de l’équation proposée. Les termes intégrés sont de 
la forme 


dh(vz3k B hk—0,1,2,..., p—1 
D Re lee ce 


x R'SSONTION. LUN 


On voit donc que la transformation de Laplace ramène l'in- 
tégration de l’équation proposée d'ordre m à celle d’une 
équation d'ordre p. 


17. M. Poincaré, dans le Mémoire déjà cité, a montré comment 
on pourrait réaliser toutes les conditions exigées pour l’applica- 
tion de la méthode, et comment, de plus, on peut ainsi étudier 
les valeurs des intégrales de l’équation proposée pour x très grand 
et s’en allant à l'infini dans une direction déterminée, que nous 
pouvons supposer d’ailleurs, sans diminuer la généralité, être la 
direction positive de l’axe réel. 

Nous supposons aussi que C, n’est pas nul, c’est-à-dire que les 
degrés de P,,..., P, ne surpassent pas celui de P,. Enfin, 1l 
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n'existe aucune relation particulière d'égalité entre les coefficients 
des polynômes P. 


Désignons par &,, 4, ..., a, les racines de l'équation 
Cox + Cyz%1+,  LC, — 0. 


Ce sont les points singuliers de l'équation linéaire (6) donnant +. 
L'équation (6) a, dans le voisinage de chacun de ses points sin- 
guliers /rD— 1 intégrales holomorphes (1), et l’on a une-7rième 1n- 
tégrale de la forme N 
(34) ei(s), b 
21 (3) étant holomorphe dans le voisinage de «,. 

Comme nous l’avons fait dans la Section précédente, menons 
par le point «, une parallèle D à l’axe réel du côté des £ néga- 
tifs (z—E+ in). Nous allons prendre pour p l'intégrale non 
holomorphe dans le voisinage de «,. Quand z s’en va à l'infini 
dans cette direction, nous savons ($ 2 de ce Chapitre) que l’on 
peut trouver un nombre « tel que 

pelz; À eus, LAS se (À ed 
tendent vers zéro, quand z s'éloigne ainsi à l'infini et, en aug- 
mentant x s'il est nécessaire, il en sera de même des produits 


do : 
PaVEMS,, — zVeluz, VC, 


da dam” 


quel que soit l’exposant v. 

En désignant, comme précédemment, par & et $ le point à 
l'infini sur la droite D, les conditions (7) seront vérifiées si æ est 
positif et suffisamment grand. On formera encore le lacet cOonsi- 


(*) Nous nous appuyons sur ce que l’équation 


DT ONE RS 0 
dx"! ” P; dan SR Pr dE Sh 4 


où les p sont holomorphes dans:le voisinage de æ = o, admet m —1 intégrales 
holomorphes autour de ce point. On voit, en effet, de suite, en substituant uné 
série entière dans le premier membre de l'équation, que les m — r premiers coef- 
ficients peuvent être pris arbitrairement, les centres se déterminant de proche 
en proche. Quant à la convergence, elle se démontre par les procédés de compa- 
raison dont nous avons fait tant de fois usage. 
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déré au $ 10, et nous obtiendrons ainsi un système de m inté- 


grales 
4 CAS EM ET J'm 


correspondant respeclivement aux points i, 9, «ee, 4m. Nous 
n'avons maintenant rien à changer aux raisonnements développés 
dans le $ 11, et nous avons donc encore la conclusion suivante : 


Les produits 
ÿ1 e7d1xX æh+1, ÿ2 e—X2X dhrt1 ; tas Vm Cm Lhm+1 


tendent vers des limites finies et différentes de zéro (sauf le 
cas d'un À entier et positif) quand x tend vers + «. 


18. Dans un second Mémoire sur les intégrales irrégulières des 
équations différentielles linéaires (1), M. Poincaré a complété le 
résultat précédent en montrant qu'on pouvait en déduire certaines 
expressions asymptotiques. Nous avons trouvé au $ 11 que le 


produit 
Yi ex xhi+i 


peut se mettre sous la forme 


| gt fAsduez ds be 
L 
{ 


(S) 
Hat flandimede + a ffRisuesdz: 
L . L 


les intégrales correspondent au lacet L, dont les deux extrémités 
sont à l'infini dang la direction indiquée et qui tourne autour 
de z — (ais 

. L'intégrale le long de L se compose d’une partie rectiligne et 
d'une partie circulaire le long de C. Pour la partie rectiligne, 
nous savons que le produit de l'intégrale par une puissance quel- 
conque de x tend vers zéro quand + augmente indéfiniment. Bor- 
nons-nous donc à considérer 


ghrtt [ Aoghess da acte fanmenesx de ane f n3hezxdz. 
d RC C 


() H: Poincaré, Sur les intégrales irrégulières des équations lineaires 
(Acta mathematica, t. VIII). 
? 
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Rappelons-nous, d'autre part, que 


peut s’écrire 


A}: 
æh 


1É yh+k e—Y dy = 


LE 4 


(e2hTi— 1) [ra <Kk +1) — 


Or, le produit de l'intégrale 


1 ph+k e-3 dy 
Ÿ 904 62 


par une puissance quelconque de æ a pour limite zéro pour x. 
infini. De même le produit du dernier terme de (S) par x? a zéro 

pour limite quand æ augmente indéfiniment. Pour le voir repor- 

tons-nous encore au $ 11 et au dernier terme de la somme S 


our fl R,zhezx da. 
C 


Le nombre n est maintenant déterminé. D’après l'expression 
de R,, on voit de suite que le module du produit de 


dhitn+i 1 R,23M ex d3 
C 


est, à un facteur numérique près indépendant de +, moindre que 
celui de l’expression 


I 'oUrPI 

Tire 
Le produit étudié tend donc bien vers zéro pour x = «. 
Il en résulte que, si l’on pose 


l 


n "Ie ei pur 


2 2 (et) [agrQu 1) MEOEED SES 


le produit 
i æn(E — ÿ1 e— XX ghM+i ) 


tend vers zéro pour x —=—+. C'est ce que l’on exprimera en 
disant que le produit 


Yi e— 1x dl +1 


est représenté asymptotiquement par la suite ÿ. 
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19. Reprenons l'expression de l'intégrale 


Ne fvexas. 
 L 


Il résulte du paragraphe précédent que 


Ya = er h-t(eMmi 1) T(}i +) 
[ao tend are PE ACER SU AMEETL ) e a | 


VAL æ!t 


I 
£, tendant vers zéro avec 7: nous avons remplacé F(A1 +2), ..., 


TO + n) par leurs valeurs en fonction de (À, +1). Écrivons ce 
développement sous la forme 


p P E 
Vi = EH Xi jee mie te cet 2e Le . 
\ T AL VAL 


En étudiant de la même manière l'intégrale 


d ’ 
Pt= fsveras, 
dx ' 


on trouve immédiatement le développement 


d R R € 
Re MU Ro oct EL | 
dx T LA PAL 


’ \ . € 
e, tendant vers zéro et les termes, à l’exception de ee CRC EN 


provenant de la différentiation de y,, quand on néglige RO 


za. 


finalement, en allant jusqu’à la dérivée d’ordre m, 


dm y AT Tue 
LE — peux gl + ne cm 
BIT = END M (To+ pa +++), 


; I : : s 
:M tendant vers zéro avec > et les termes, à l'exception de celui 
qui contient &», provenant de la dérivation mi" de y,, quand 
4 li 0% : 
on néglige => 
Substituons ces valeurs de y, et de ses dérivées dans le premier 
P 


membre 
dm Cage +... dm=1 CET 
Enr ne Cons 
dx Core +2. drm nr CoæP +... 
Pa —CIIT. 26 
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de l'équation différentielle; les coefficients des puissances succes- 
LL I a L1 L2 LA 
sives de — dans le résultat de cette substitution doivent s’annuler, 
U: 


puisque x est un entier qui peut être aussi grand qu’on veut. 
Les constantes «,, À, et les coefficients P sont donc ceux qu’on 
obtient, quand on cherche à écrire que l'équation est vérifiée par 
une série de la forme 


ex %—-h—1 (Pe+ * 74e +.) 


Or, c’est là un problème que nous avons déjà cherché à ré- 
soudre (Chapitre XI, $ 22); nous avons trouvé m valeurs de «y, 
et à chacune de ces valeurs a correspondu un développement de 
la forme précédente. L'expression que nous venons de trouver 
pour y, coïncide donc avec un de ces développements, et nous 
avons vu que ceux-ci sont en général divergents. Nous arrivons 
donc au théorème suivant, dû à M. Poincaré (Loc. cit. ): 


Les m développements divergents de la forme 


: P; 3 
eXX x h—1 (P,+ — + — +... 
\ æ Ki 


représentent asymptotiquement m intégrales de l'équation 
différentielle, quand x grandit indéfiniment en étant po- 
sulif. 

Nous avons, dans tout ce qui précède, supposé que x augmen- 
tait indéfiniment en étant réel et positif. D’après ce qui a été dit 
au $ 3, il est possible d'étendre cette théorie au cas où x s'éloigne 
à l'infini avec un argument déterminé quelconque; mais il est 
important de remarquer que les m développements divergents 
de la forme précédente ne représenteront pas asymptlotiquement, 
pour tout argument, les mêmes intégrales. Pour certaines valeurs 
de cet argument, il y aura passage brusque d’une intégrale à une 
autre, du moins en général. 
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CHAPITRE XV. 


SUR QUELQUES CLASSES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 
INTÉGRABLES. 


I. 


Équations à coefficients constants. 


1. Nous allons indiquer dans ce Chapitre quelques classes d'é- 
quations intégrables. Déjà nous avons trouvé, en appliquant la 
méthode de Laplace (Chap. XIV, $ 15), la forme des intégrales 
des équations différentielles à coefficients constants; ce type est 
le premier dont Euler ait donné l'intégrale générale. 

Reprenons cette question pour la traiter d’une manière plus 
élémentaire. Soit l'équation à coefficients constants 


dm y dm-1 y 


et Am) = 0. 


En posant y —e** et faisant la substitution dans le premier 
membre de cette équation, il vient, comme résultat de la substi- 
tulion, 


DARÈRE 
où f (3) désigne le polynôme 
T2) —— Œo AUS GA gmm—1 TE 28 ra TS 


On voit donc que, pour avoir une solution e%* de l'équation pro- 
posée, 1l suffit que 3 soit racine de l’équation caractéristique 


f(&)= 0. 


Supposons d'abord que cette équation algébrique de degré m 
ail toutes ses racines distinctes : on obtiendra m solutions dis- 
BA LIT 27 


_ 
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unctes de l’équation proposée en prenant pour z les m» racines de 
l'équation caractéristique, soit &,, &+, ..., am. Pour s’en assurer, 
il suffit de considérer le déterminant formé par ces m solutions 
et leurs m — 1 premières dérivées. Ce déterminant, en désignant 
par s la somme des racines de l’équation caractéristique, peut s’é- 


Crire 
I I | QUI) 
X1 X9 Am 
$ 
est a? CE a?, — eSXII( x; — ay). 


m—1 m—1 m—1 
1 Lo erses Un 


Il n’est pas nul, puisque toutes les racines sont distinctes, et, 
dans ce cas, la solution du problème est complète. 


2. Supposons maintenant que l’équation f (3) = o ait une ra- 
cine multiple & d'ordre p ; nous aurons bien encore la solution e*, 
mais les considérations précédentes ne nous donnent que cette 
solution. Cherchons à exprimer y à l’aide d’une fonction de la 
forme 

y=re 
où p désigne une fonction inconnue de +. On trouve immédiate- 
ment que le résultat de la substitution dans l’équation proposée 


est 


S de (P'(a) dPo 
eax [Cao + (a) A SON fer re + |, 


el, comme 
f(a)=f'(a)=...=fr1(a)= 0, 
puisque la racine & est d'ordre p, on voit qu'on satisfera à l’équa- 
tion proposée en prenant pour 6 un polynôme arbitraire de de- 
BTÉ Des 

0 = Co+ Gr +...+ Gp æPTi, 
où les C sont des constantes arbitraires. À la racine multiple 
d'ordre p, correspondent donc p intégrales particulières, et, dans 
tous les cas, que l'équation caractéristique ait des racines simplés 
ou des racines multiples, on trouve ainsi m solutions particulières 
de l'équation linéaire. Mais, pour que la solution du problème 
soit complète, il importe de montrer que ces m solutions forment 


Ex 
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bien un système fondamental, c’est-à-dire qu'il ne peut exister de 
relation linéaire et homogène entre ces m solutions a 


3. Considérons donc les racines distinctes An ape : CR AYANL 
des degrés de multiplicité quelconqües; nous aurons prouvé que 
les m solutions précédentes sont distinctes, si nous démontrons 
qu'il ne peut pas exister une relation identique de la forme 


(A) Pieux + Psett+,,, + P,etnz — 0, 


où P,, P:, ..., P, désignent des polynômes entiers en x, sans 
que les P soient identiquement nuls. La démonstration est immé- 
diate dans le cas rn — 1 et n — ». 

SIA —1, c'est-à-dire si l'équation caractéristique a une racine 
multiple d'ordre »2, la relation linéaire et homogène précédente 
prend la forme 


EUX Co+ Cr +...+ Cu nt) ox 


ce qui exige Oo = CG =.:.— Cn'1= 0. 
Si A = 2, on devrait avoir 


Pietix Peux — 0, 


ce qui est impossible, car on aurait alors 


Or une fonction rationnelle ne peut être égale à une exponen- 
telle qui est une fonction périodique et admettant un point es- 
sentiel à l'infini. 

Il nous suffit maintenant de démontrer que si une identité de 
la forme (A) est impossible pour 7 — 1 exponentielles, elle est 
aussi impossible pour » exponentielles. 


En posant 

A — Li — Br 

le * h Là 5 

ega ite 
Pietz+,,,+P,etnx —0 


(:) Ge point a déjà été établi d’une manière indirecte (page 382) à propos de 
la méthode de Laplace; la démonstration du paragraphe suivant est plus élé- 
inmentaire et plus directe. | 
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devient 
P; + PaelBiz +. CE P y enr — 0, 


et, dans celte identité, toutes les lettres 8 sont différentes de zéro 
et différentes entre elles. Si 4 — rest le degré de P,, différentions 
u fois cette identité, le terme P, disparaîtra et nous devrons avoir 


identiquement 


2 
1 


epiz a EME» 18 = 
À dx b PP ru 1.2 dxt—2 


dr—1P, — dvb—2P, 
= mine 0 @ = mr 


Dans cette identité, le nombre des $ est égal à » — +, les coef- 
licients des exponentielles sont des polynômes en x, qui devront 
être identiquement nuls, puisque le théorème est supposé établi 
pour r — 1 exponentielles. Donc P, est un polynôme qui doit sa- 
tisfaire à l'équation différentielle à coefficients constants 


db-P; dé-1P, ar 
den PA mu © 


dont équation caractéristique est visiblement 
(6 + Ri)h = 0. 
La solution générale de cette équation est 
eBiZ (Co + Ci +... + Oui). 


Elle ne peut se réduire à un polynôme, puisque 8, est différent 
de zéro, que si tous les C sont nuls. Donc P, est identiquement 
nul. Il en est de même des autres polynômes et le théorème est 


démontré. 


4. Au lieu d’une seule équation, considérons maintenant un 
système d'équations différentielles linéaires et homogènes du pre- 


mier ordre à coefficients constants 


dy 

7 = d1Ÿ1 + 22 +... + AimVm) 
dy 

AE = du V1 + As Ÿo +... + dom m) 
AY m 


= Aym1Ÿi + Am2V2t..e + AmmI m- 
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C’est le cas qui se présente en Mécanique lorsqu'on étudie les pe- 
tits mouvements au moyen des équations de Lagrange, et en se 
bornant au premier ordre. 

On a un système de solutions en posant 


A A; exx, Va — A; ekx, TPE" Vm= Am ehx, 


où les À désignent des constantes et À un nombre convenable- 


ment choisi. 
En effet, en substituant dans les équations proposées et sup- 
primant eX?, il vient 


Ai(ay1— À) + A2@ PR CPAS ELA 0, 
À Go] + A2(@32—À)+...+ AmGom 10, 
ne se ltie té tatelo dial dre Rae ls DUT à o 1e : 
AiGmi pi pe A2 din? us» 17 Am(@mm — À) —= O, 


ce qui exige que À satisfasse à l'équation caractéristique de de- 


gré m 
CEA TEE À di2 dim 
da A2 — À a 
FO) art 1 nm se Fe 
| dm in? nm — À 


Si les m racines de cette équation sont distinctes, à chacune 
d’elles correspondra un système de valeurs pour Pa TOM Un + 
et, par suite, un système de solutions pour ÿ1, Ye, «.., Vm+ AUX 
m racines distinctes correspondent donc m systèmes de solutions 


particulières. 


5. Supposons maintenant que l’équation f (À) — 0 ait des ra- 
cines multiples. Pour traiter ce cas de la manière la plus rapide, 
nous reviendrons aux expressions de 4, Ya, ++, Jm par des inté- 
grales de la forme 


Yi = faits) ezx dz 


prises le long d’un contour fermé, et dans lesquelles les 6 sont 


des fonctions à déterminer. 
Substituons dans les équations différentielles : nous aurons 2 
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intégrales qui devront être nulles : 


rats + as CAE Por © yn A1 m | et d3 = 0, 
[tva + Pa(Gr2 — 3) + + VmAam] ZX dz = 0, 
ee ae ee ee US os 8 de ee RAT TC RSR IUT MES RENE : 
[tien + V2 An Hess + Om (Amm—2)]ezT ds = 0. 


Ces équations seront satisfaites si l’on prend pour p,,D2,:.,0» 
des fonctions telles que les multiplicateurs de e:* se réduisent à 
des fonctions holomorphes de z à l’intérieur du contour le long 
duquel on intègre. Nous pourrons, par exemple, déterminer les 
fonctions v à l’aide des m équations linéaires non homogènes 


P1( 11 — 3) + 09 Go Re AT. —=\ FC) 
V1 doi + Pa(Goo— 3) +...+ On 9m — O, 
pere pie pe one S EE nn PE es ele SON ne CET M SN ENRRRS ; 
V1 4m + V2 m2 He + Om(Amm— z)= 0, 


où P(3) désigne une fonction holomorphe arbitraire. 

Le déterminant des coefficients de ces équations est précisé 
ment f(z), et, si l’on désigne par Wi(z), ..., d,(z) les mineurs 
du premier ordre correspondant à la première ligne, on tirera des 
équations précédentes 


di(z Pt m P 
AE ere, nie DORE 


Il reste à fixer le contour d'intégration. Soit & une racine mul- 
uiple d'ordre p de l'équation caractéristique 


f(z) =0: 


nous considérons un contour C n'enveloppant que cette racine. 
Nous avons alors à calculer, pour obtenir les y, les résidus des 
fonctions . On trouve ainsi immédiatement, pour la fonction +, 
par exemple, que ce résidu est de la forme 


CAXT A Ri(T) + A2 Ro(æ) +...+ ApRp{(æ)], 


où les R désignent des polynômes déterminés en x de degré p—1. 
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On pourra donc poser 
Ji= eX[AR;(x) +...+ ADRh(xT)|], 


et l’on aura pour 72, ..., y» des expressions semblables, avec les 


mêmes constantes arbitraires À. mais avec d’autres polynômes KR. 
) | poty 


On voit donc ainsi qu'à une racine multiple d'ordre p du poly- 
nôme caractéristique correspondent p Systèmes de solutions. 


II. — Sur une classe d'équations à coefficients rationnels 


et à intégrale générale uniforme. 


6. Nous allons considérer maintenant une équation à coeffi- 
cients entiers, 


7 ni—1 
(1) dm y ñ P ART Y 


PLAN E " 2 1 S rs re 
0 dx Î 1 dam Te CALE NE PnY O0, 


où les P sont des polynômes en +, dont le degré est au plus égal 
à celui du premier d’entre eux P4. 

On suppose que l'intégrale générale est uniforme, et que 
tous les points singuliers à distance finie appartiennent à la 
classe particulière étudiée par M. Fuchs (Ch. XI, $ 9). Seul, le 
point à l'infini peut présenter une singularité essentielle. 

Halphen a donné, au sujet des équations précédentes, une pro- 
position très intéressante, que nous allons faire connaître ('). 
Remarquons de suite que si l’on pose 


J = zR(x), 


R(x) étant une fonction rationnelle, l’équation différentielle en z 
restera de même forme, c’est-à-dire que ses coefficients seront 
encore des polynômes, le premier étant de degré supérieur ou 
égal à celui des autres. Cela étant, on peut fixer a priori les 
pôles æ,, æ», ... de toute intégrale, et leurs ordres maxima de 


(*) Ces équations ont été étudiées par Halphen dans une Note des Comptes 
rendus (t. CI, p. 1238 ; 1885); il les regardait comme un cas limite des équations à 
coefficients doublement périodiques et à intégrale générale uniforme. Nous avons 
suivi dans le texte la méthode donnée par M. Camille Jordan dans le Tome IT de 
son Zraité d'Analyse (page 213). 
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multiplicité, que nous désignerons PAT Luis Lo, OL ON TAN 
alors la transformée 


Ÿ — 


LA 
2° 


CD — Li Ma ( TD — va )lr..…. À 


nous aurons une équation 


adm z dm—1 3 
(2) 0 dxm cr 1 dxm—1 +, . + ch PA rx) O, 


dont l'intégrale générale sera une fonction holomorphe dans tout 
le plan. En posant maintenant z — Ze%?, où a est une constante, 
on aura encore une équation de même forme dans laquelle le 
coefficient de Z est 


an Q; + am—1 Q: Se Nue Q%: 


On peut choisir & de manière que dans ce coefficient le terme 
de degré le plus élevé en x disparaisse. 
Ecrivons alors l'équation en Z 
dm Ty, 


! ! = F 
) 0 dam cs Rp 2 O 


PS, 
Q9 


Le polynôme R, est alors d’un certain degré p, les autres poly- 
nômes R sont au plus de degré p, sauf R», qui est au plus de de- 
gré p — 1. On aura 

R; Xj 


5 = A + È 


a CT 
Ro (T — a;) 
en désignant par a; les diverses racines de R,. L’équation fonda- 
mentale déterminante relative à a; est 
PTE rer 1) + ar(r—1) (r—m+2)+... = 0. 


La somme de ses racines est 


m(m—1) 
——— — 9. 
) 


Puisque l'intégrale générale est holomorphe autour de T— Gi, ces 
racines sont nécessairement entières, non négatives el inégales 
(sans quoi il y aurait des logarithmes dans les développements). 
Leur somme est donc au moins égale à 


m(m—1) 


OFI+H2+...+(m—I1) ou 
2 
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Donc 2; est un entier négatif ou nul et, par suite, 


Za;=<o, 


la sommation s'étendant aux différents points singuliers @;. 
Ceci posé, supposons que R,, ne soit pas nul identiquement. En 


+ FACTOR 
posant 7 — 7/,on a 


dm-17 
À dxm-—1 


+ Rm11'+RmZ=o, 


et, en différentiant, 


dr? dm-17; 


| = ! A 
0 rm + (R5 + R:) A PRET CPAS OS NP PE 


L'élimination de Z entre ces deux équations donne 


s dm Z, 3 : dm-—17 
C6) Role ne + [Ro + Ra) Ru — RoRu] or eee © 0 


dam—1 


et cette équation est toujours du même type. Le rapport des deux 
premiers coefficients est dans cette équation 


R: ga Rà He 
Ro Ro Fr 


! 


\ ' : R : s 
Le coefficient de — dans le développement de :* est égal à p, et 
U2 R, 


Hot ; ! “ 
dans A il est au plus égal à p — 1, puisque R,, est au plus de de- 
m 


oré p —1. Donc, pour l'équation (4)en Z/, si l’on forme la somme 
analogue à Zx;, on trouvera une somme supérieure à celle que l’on 
a trouvée pour l'équation (3) en Z. 

On pourra raisonner sur l'équation (4) comme on a raisonné 
sur l'équation (3), pourvu que le dernier coefficient ne soit pas 
nul, et l’on continuera ainsi tant que l’on ne sera pas arrêté. 

Or, on ne peut continuer indéfiniment ces transformations, car 
la somme désignée d’une manière générale par Ë« est un entier 
négatif, qui augmente à chaque transformation. Il arrivera donc 
un moment où l’on aura une équation dont le dernier coefficient 
sera identiquement nul; par suite, comme ces équations corres- 
pondent aux dérivées successives de Z, il y aura une intégrale de 
l'équation (3) dont la dérivée d’un certain ordre se réduira à une 
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constante. L'équation (3) admettra donc un polynôme comme 
intégrale particulière et, par suite, en revenant à l'équation (2), 
en tenant compte du facteur exponentiel, on aura une intégrale 
de la forme | 
EE GOOM 
((x) étant un polynôme. 

Et nous avons enfin, pour l'équation donnée (1), une intégrale 


de la forme 
ex S(x), 


S(x) étant une fonction rationnelle. 


7. Nous pouvons maintenant démontrer facilement le théorème 
d’Halphen, d’après lequel un système fondamental d'intégrales. 
de l'équation (1) est, sous les conditions indiquées, formé par 
les fonctions 


eux Si(x), CAE Sa 2) ANT EAmE Sn), 


les S étant des fonctions rationnelles et les a étant des con- 
sltantes qui ne sont pas nécessairement distinctes. 

Admettons que le théorème soit établi pour une équation 
d'ordre m — 1, nous allons le démontrer pour une équation 
d'ordre m. Cette équation admet, d’après ce qui précède, une 


intégrale de la forme 
Vi = emTS; (x); 


= fudr, 


l'équation en w sera d'ordre m — à, elle appartiendra au même 
type, et son intégrale générale sera uniforme, puisque 


10 


Soit donc une intégrale de l’équation en w, de la forme 


si l’on pose 


ex S(x), 


S(æ) étant rationnelle; il correspondra, pour y, une intégrale 


7 =r [ 22S(æ)dr. | 
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Cette fonction y doit être uniforme; or, en faisant la réduction 
d’une intégrale 
fax S(z)dx, 


on sait qu'on est conduit à une fonction de la forme 
ehx Et); 


X étant rationnelle, et à une somme de termes de la forme 


Àx ïs Àx 
À es fS Re 
x — b 


D 


les coefficients À, B, ... étant des constantes ; si tous ces coeffi- 
clients ne sont pas nuls, nous aurons des termes logarithmiques 
dans les développements et, par suite, l’intégrale ne sera pas 
uniforme. Aux m — 1 intégrales de l’équation en w, formant par 
hypothèse un système fondamental, correspondent par consé- 
quent m — 1 intégrales de l’équation en y qui, avec y,, forme un 
système fondamental de cette dernière équation, et le théorème 
est démontré. 


8. On peut adjoindre bien aisément au théorème d'Halphen 
une réciproque. Considérons une équation linéaire dont un sys- 
tème fondamental serait formé par les m fonctions 


et Si(T), ettSa(x), EAmX Sn(x), 


va 


les S étant des fonctions rationnelles et les & des constantes qui 
ne sont pas nécessairement distinctes. Il est évident que ces fonc- 
tions, supposées linéairement indépendantes, satisfont à une équa- 
tion linéaire d’ordre m, dont les coefficients sont rationnels. En 
mettant les coefficients sous forme entière, ces coefficients devien- 
nent des polynômes, et l’on a alors une équation de la forme 


TRUE then ri Phy — O, 
les P étant des polynômes. Il faut prouver, et ce sera la réciproque 


du théorème d'Halphen, que le degré de P, est supérieur ou 


égalaux degrés de P;, . :.,Pn. 
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Le théorème est immédiat pour m — 1, car si 


J = eneSi(x) 


on aura 

dy 

de Un Si(æ) 

FES NOR 

- x Aa . , USHER 
Or, si Si(x) représente la fonction rationnelle v’ S,(x) est 
égal à 
U'V— UV’ 
U.V 


et le degré du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. 
Si l’on suppose maintenant le théorème établi pour m—1fonc- 


uons de la forme indiquée, nous allons l’établir pour m fonctions 
de même sorte. Considérons les m fonctions 


edit Sa(x) etst S3(x) eEAmX S y (X) 
emTS (x) emrSi(x)  ? 


eux Si(x) 


obtenues en divisant par ets, (æ) les termes de la suite donnée. 


Ces m fonctions satisfont à une équation à coefficients entiers 


? 


an z dmn—-1 3 
É 

@ re END CORTE tire en 
y Qo dam a L dxm-1 14 se Qm 1 


ds 
P: FANRE Lis 


I n'y a pas de terme en 3, puisque l’équation doit être vérifiée 
pour 3 — constante. Or, si l’on pose 


GE 
VU 


on aura l'équation d'ordre m — 1 


dm—1 7 dm—2 7 
0 om + Qi ms tee Qmniu = 0, 


qui admet pour intégrales 


dx 


ER (et-ane =) TARN d (eines “) 
dax S 1 


el ces expressions sont de la forme indiquée. Le théorème étant 


vrai pour 7» —1 expressions, le degré de Q, n’est inférieur à 


celui d'aucun des autres polynômes Qu Or 


di | 
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Si maintenant dans l'équation (à), qui est du type cherché, 
nous posons 


12 
ettSi(x)” 


DRE 


l'équation transformée en y reste du même type, comme nous 
l’avons déjà dit plus haut, et nous avons finalement l’équation 
cherchée en y, où le premier coefficient est d’un degré au moins 
égal à celui d’un quelconque des autres. 


III. — Des équations différentielles à intégrale générale uniforme 
pour tout point d’une surface de Riemann. 
Cas de p —1: équations à coefficients doublement périodiques. 


9. Considérons une équation dont l’intégrale générale w serait 
uniforme et régulière dans le voisinage de tout point (x,y) 
d’une surface de Riemann définie par une équation algébrique 
f(x, y)=o. Les coefficients d'une telle équation, quand le pre- 
mier d’entre eux est supposé égal à un, sont des fonctions du 
point analytique (x, y), restant non seulement uniformes et 
régulières dans le voisinage de tout point de la surface, mais res- 
tant de plus uniformes sur la surface entière; ce sont donc des 
fonctions rationnelles de æ et y. Nous avons donc une équation 


de la forme 
dr u Aie 77 


met 1 Jymi +...+Pu—o, 


où les P sont des fonctions rationnelles de x et y. Cette équa- 
tion n’est pas quelconque, puisque nous supposons que, dans le 
voisinage d’un point quelconque de la surface, l’intégrale géné- 
rale est uniforme. L'intégrale générale n’est d’ailleurs pas uni- 
forme sur la surface tout entière, c’est-à-dire que si l’on part 
d’un point et qu'on y revienne après avoir décrit un contour 
fermé, l'intégrale pourra ne pas reprendre la même valeur. Il n’en 
$erait nécessairement ainsi que si le genre de p de f(x, y)—=0 
était égal à zéro, auquel cas la surface de Riemann se réduit à un 
plan simple. 

Tracons sur la surface de Riemann les p rétrosections (T'. II, 
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P: 379 et suiv.) et le contour total K, rendant la surface simple- 
ment connexe, formé par les p rétrosections et certaines lignes 
les joignant deux à deux à la manière d’une chaîne. La surface 
étant rendue simplement connexe, toute intégrale de l'équation 
différentielle devient uniforme si le point (x, y) ne traverse pas 
le contour K. Si nous prenons deux points a et b sur une rétro- 
section, de part et de l’autre de la coupure C, par exemple (se 
reporter à la figure de la page 391, T. IT), et que 


Ui, Ua, ..., Um 


représente un système fondamental d’intégrales, celles-ci, quand 
on passera de à en b, sans traverser K, se retrouveront avec d’au- 
tres valeurs, qui seront nécessairement de la forme 


(248 U; + 12 Us + .….. —— dim Uyn ; 
doi Uy + An Ua +... + Aom Um ;, 
see SR I VESTE OR RER ES SA 
mir + no Ua +... + Amm Un; 


les a étant des constantes. Une certaine substitution linéaire cor- 
respond donc à la coupure C; il en sera de même, pour chacune 
des parties des rétrosections, et l’on a ainsi 2p substitutions 
linéaires. Quant aux lignes joignant deux à deux les rétrosections, 
il ne leur correspond pas de substitutions nouvelles, c’est-à-dire 
que les substitutions correspondantes sont des produits des sub- 
sütutions précédentes et de leurs inverses. Ainsi, par exemple, 
supposons, comme dans la figure de la page 379 (T. II), que la 
rétrosection (CD) soit la dernière de la chaine; prenons deux 
points sur pq, dont l’un est sur un bord de cette coupure et l’autre 
sur l’autre bord. Désignons-par S et X les substitutions linéaires 
correspondant respectivement aux coupures C et D, sur lesquels 
on aurait marqué un bord positif et un bord négatif, ces substitu- 
tions correspondant au passage du bord positif au bord négatif ; 
la substitution correspondant à pq s’obtiendra en faisant le pro- 
duit des substitutions 
DNA ID NE AE 


qui correspond à la rétrosection (GC, D) tout entière. Nous avons 
donc, pour tout chemin tracé dans le plan, à combiner les 2p 


Re ee ne 
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substitutions 


(6) S13 21; S3 DIT 


* Sp; 2 p; 


correspondant aux p rétrosections. Il y a entre ces 2p substitu- 
tions une relation facile à obtenir. Si l’on décrit le chemin K tout 
entier, la substitution correspondante doit être la substitution 
unité, puisque ce contour rend la surface simplement connexe. 

Soit d’abord p — 2; en partant d’un point de la coupure pg et 
en y revenant après avoir décrit le contour K, nous aurons en choi- 
sissant convenablement les sens positif et négauf sur les rétro- 
sections 


La relation a une forme moins simple, si p est supérieur à deux; 
prenons p — à, et supposons que les rétrosections se suivent en 
chaîne dans l’ordre 1, 2, 3. On aura, en dénommant convenable- 
ment les rétrosections et choisissant convenablement les sens po- 
sitif et négatif, 


S 1211 S 4 1 2,1 So S3 23 + 221 Zo sit php = 1, 


D . 


et 11 n y aura aucune difficulté à obtenir la relation analogue pour 
p quelconque (1). 

Les substitutions (6) ne sont pas, en général, échangeables, 
c'est-à-dire que le produit de deux quelconques d’entre elles dé- 
pend de l’ordre des facteurs. C’est cette circonstance qui fait 
toute la difficulté de la théorie des équations précédentes et ne 
permet pas d’en faire une théorie simple; aussi nous nous bor- 
nerons au seul cas où, en général, les substitutions sont échan- 
geables, je veux dire le cas de p— 1. 


10. Soit donc maintenant p — 1. n’y a qu'une seule rétrosec- 


on et deux substitutions 
ar Et ME 


Elles sont échangeables ; c'est ce qui résulte de ce que la substi- 
tution correspondant à la rétrosection est la substitution unité. 


_ (1) A la fin de son Mémoire Sur les fonctions à multiplicateurs (Acta Ma- 
thematica, t. XIIL), M. Appell consacre quelques pages aux équations qui nous 
occupent et indique quelques exemples. 
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On a ainsi 
S12197! 2;! = J, 


d’où l’on déduit immédiatement 
S121 = 2191; 


c’est-à-dire que le produit des deux substitutions X, et 5, est indé- 
pendant de l’ordre des facteurs. 

Nous pouvons donner une autre forme à l'équation différentielle 
qui nous occupe; exprimons à cet effet les coordonnées x et y à 
l’aide de fonctions doublement périodiques d’un paramètre 3. Si & 
désigne l'intégrale générale de l’équation, la fonction w de 3 sera 
uniforme dans tout le plan de la variable complexe 3, puisqu'elle 
était uniforme dans le voisinage de tout point (x, y) de la surface 
de Riemann. Nous avons donc une équation de la forme 


k dm u LP ETES ù 
(E) dzm + p1(3) dzm—1 Hs Dis) UE 0! 


les p (z) étant des fonctions doublement périodiques de 3 aux 
périodes w et w/, et l'intégrale générale étant une fonction uni- 
forme n'ayant, à distance finie, d’autres points singuliers que 
des pôles. 

Les deux substitutions S, et X,, considérées plus haut, corres- 
pondent respectivement au changement de 3 en 3 + w et 3 +w/; 
et dire que ces substitutions sont échangeables revient à dire que 
toute intégrale reprend la même valeur quand on change 3 en 
3 + w, puis dans le résultat 3 en 3 + w’, ou bien quand on change 
3 en 3 +, puis dans le résultat 3 en 3 + w, ce qui est évident 
puisque l'intégrale est uniforme. 


11. Dans ses mémorables recherches sur quelques applications 
des fonctions elliptiques (!), M. Hermite avait considéré une in- 
tégrale particulière du type (E) : c’est l'équation de Lamé 


dy 


SAT [a(n+1)k?sn?z + h]y, 


(*) Cu. HERMITE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques (Comptes 
rendus, années 1877 et suivantes). 


sul le 
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où sns désigne la fonction elliptique de module k, ñn un entier 
positif et À une constante quelconque. M. Hermite avait montré, 
par un calcul direct, que l'intégrale de cette équation pouvait être 
obtenue à l’aide des transcendantes de la théorie des fonctions 
elliptiques. Le résultat qui se présente pour l'équation de Lamé 
n’est pas fortuit; des circonstances analogues se présentent pour 
toute équation différentielle du type (E), c’est-à-dire pour toutes 
les équations linéaires à coefficients doublement périodiques et à 
intégrale générale uniforme (AE 

Partons donc d’une équation (E) à intégrale générale uniforme, 
et désignons par 

OL) Dre) RS OC) 


un système fondamental d’intégrales. Les fonctions 


Pi(3 +0), P(3+w), -,. Om(z +w) 


seront aussi des intégrales, puisque l'équation linéaire ne change 
pas quand on change 3 en 3 + w. 
On aura donc 


is -ru) = d1P1(3) + A12P2(3) +... + im Pm(2 ); 


Om (+ 0)= am: 1 (3) + ame D2(2) He + mm Om(&), 


les & étant des constantes. D’après le théorème fondamental rela- 
Uf à la réduction des substitutions linéaires (voir p. 297 de ce 
Volume), on peut trouver une combinaison des © à coefficients 


constants 
f1(3) —= dæ1P1(3) +. . Lg re Am Om(3) ; 


qui se reproduise à un facteur constant près, quand on change z 
en 3 + w. En général; on aura m» combinaisons de cette forme ; 
mais, dans tous les cas possibles, on en aura au moins une. Soil f, 
une telle combinaison ; j'envisage la suite des fonctions 


f1(z), fit + vw), JALETEZ 0), AVAL 


qui sont toutes des intégrales de l’équation. Entre les ñ +1 pre- 


(*) E. PicarD (Comptes rendus, 21 juillet 1899, 19 janvier et 16 février 1880, 
et Journal de Crelle, Tome XC). Voir aussi le Tome II du Zraité des fonctions 
elliptiques d'HALPHEN, et le Tome III du 7raité d'Analyse de M. JoRDAn. 


P. — III. 28 
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mières de ces fonctions, n étant inférieur ou égal à m, existera 
une relation homogène et linéaire à coefficients constants, puisque 
l'équation ne peut avoir plus de m intégrales linéairement indé- 
pendantes. En prenant pour r le plus petit nombre possible, nous 


aurons 


fi + nv) = bifi(z) + bits AP UPANEE + bn fils +(n—1w], 


b, étant différent de zéro, puisque autrement on aurait une rela- 


tion linéaire entre les n premières fonctions de la suite. Posons 


fi(z+w)= fs), 

f2(s + 0) = fs), 

DE MAR RAR EN RE 110 (OL OMR 
fn1(3 + 0") = fa(z), 

fatz + vw) = bits) +...+ brfn(z). 


En appliquant encore le même théorème sur les substitutions 
linéaires, on voit qu’il existera une combinaison linéaire 


p(3) = Bif1(s) + Bratz) +2. + Pa fn(z), 


se reproduisant à un facteur constant près, quand on change z 
en z—+w’; cette combinaison linéaire ne sera certainement pas 
identiquement nulle, d’après la façon dont on a choisi le nombre n. 
D'autre part, la fonction o(3) se reproduit aussi comme /,, à un 
facteur constant près, quand on change 3 en 3 + w. Nous avons 
done pour intégrale une fonction w(z), jouissant de la propriété 
suivante 
p(z+w)=mp(s), 

p(s+w')= pp(s). 

u et x étant deux constantes. M. Hermite, qui, dans le travail 


cité, a fait une étude approfondie des fonctions uniformes à dis- 
continuités polaires jouissant de la propriété précédente, les ap- 


pelle des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, 


en réservant le nom de fonctions doublement périodiques ordi- 
naires ou de première espèce aux fonctions de cette nature 
correspondant à p — m'—1. Avec cette terminologie, nous pou- 
vons énoncer le théorème suivant, qui est fondamental dans cette 


théorie : 
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Toute équation E admet toujours pour intégrale une fonc- 
tion doublement périodique de seconde espèce 


Le théorème précédent ne souffre aucune exception; si l’on 
se borne au cas général, on pourra aller plus loin. Nous avons 
trouvé une fonction de seconde espèce comme intégrale de l’équa- 
on différentielle, or la méthode qui nous y a conduit donnera 
en général m intégrales de cette nature, et l’on peut dire par 
suite que les équations E ont en général un système fonda- 
mental d’intégrales qui sont des fonctions doublement pério- 
diques de seconde espèce. 


12. On peut obtenir facilement, dans tous les cas, la forme 
des autres intégrales de l'équation donnée. Soit U,(z) l'intégrale 
doublement périodique de seconde espèce qu'admet toujours 
équation; en posant 


y = dits) [Yas, 


On aura pour Ÿ une équation d'ordre m — 1, du type E, dont 
l'intégrale générale sera aussi uniforme, puisque 


= Aro) 


Elle admettra donc une intégrale %(3) doublement périodique 
de seconde espèce, et l’on continuera ainsi de proche en proche, 
de telle sorte qu’on obtient le système fondamental 


Ji = is), 
J2 — dis) fute)d, 
Ja = h(s) fénts)és ['u(ayds, 


As 0 oO CN TE HT ct A ef A TR dE À PE LS Te , 


Yn = (a) fsras [ee fan(ayas, 


Tr Us, ..., Üm étant des fonctions doublement périodiques de 


seconde espèce. 


13. Si l’on veut aller plus loin, il est nécessaire d'introduire 
les transcendantes de la théorie des fonctions elliptiques. Je ren- 
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verrai, pour l'étude de ces transcendantes, au Cours lithographié 
de M. Hermite. 

La fonction H(z) de Jacobi va jouer le rôle essentiel; cest 
une fonction entière de z satisfaisant aux deux idenlités 


H(z+w )——H(z) 
Gap EU 
H(z+w)——H(z)e a (: 4) 


? 


w et w! étant les deux quantités que Jacobi désigne par 2K 
et 21K'. 

M. Hermite a montré comment on pouvait décomposer en élé- 
ments simples toute fonction doublement périodique de seconde 
espèce. Considérons une telle fonction F(z) dont les multiplhica- 
teurs x et y/ ne puissent être mis sous la forme  — cho US 
en désignant par L une constante convenable; l’élément simple 


est alors la fonction 
TH CRETE 
(a) 9 Ti SE) RU 


on peut choisir les constantes Q et À de manière que les multi- 
plicateurs de cette fonction, qui est une fonction doublement 
périodique de seconde espèce, soient H et ue. On aura alors 


(5) F(z)=2[Aof(zs —a)+...+AaDaf(z — a)], 


la sommation s'étendant aux différents pôles «a de F dans un pa- 
rallélogramme (w, w'); les À sont des constantes et le symbole D4 
désigne une dérivée d’ordre &. 

Dans le cas particulier où l’on a 


! ! 


M. Mittag-Leffler a montré que cette formule devait être modi- 
fiée (!); on a alors, comme élément simple, 


— W'(<) hz 


LA 


et il vient 


(6) F(z) = apehz + E[Af(s— a) +...+ AgD%f(z— a)]; 


(:) MirraG-LerrLer (Comptes rendus, 26 janvier 1880). 
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dans cette expression les À ne peuvent pas être des constantes ar- 
bitraires : on a la relation 


E(Ao+Aih+... + Agjht)e-ha — 0. 


Ce résultat s'applique en particulier pour À = 0, cas où la fonc- 
tion est doublement périodique de première espèce. 

La dérivée logarithmique de H(z) se présente constamment; 
on la désigne par €(3). 


En posant donc 


on aura 
(s+uw)=6(z), C(s+uw)={(z)+n, 


1 étant une constante. 


14. Nous avons dit qu'en général on aurait pour‘une équa- 
tion E un système fondamental formé d’intégrales de seconde 
espèce. Il est intéressant de rechercher dans tous les cas possibles 
la forme des intégrales. 

Prenons une équation E du second ordre; on a, comme nous 
avons vu, deux intégrales 


Vase) re — (a) f at) ds, 


%,(3) et Ÿ:(z) étant des fonctions de seconde espèce. Nous de- 
vons nous rendre compte de la nature de l'intégrale y2 qui, par 
hypothèse, est uniforme. 

S1 les deux multiplicateurs de 4, ne sont pas de la forme e#v, 
e*w, on devra, dans la formule (6), avoir tous les A, égaux à 
zéro, sinon l'intégration donnerait des logarithmes, et l’on pourra 
prendre, par suite, 


fats)ds — S[Aif(z— a) +... A Dai f(x — al]. 


L'intégrale y, sera, comme y,, une fonction de seconde espèce : 
c'est le cas général. 

Supposons maintenant que les multiplicateurs de 4, soient e4® 
et e*%", alors 4, sera de la forme (6), et si nous supposons 2 0, 
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l’on aura d’abord les A, nuls et l’intégration donne 


fhtds = . ehs+ E[A;f(z— a) ET nd AgDA-1 f(z — a)] 


avec la relation 
E(Ai+...+ Aght—1)eha — 0, 


L'intégrale y, ainsi obtenue sera encore une fonction de seconde 
espèce. 
Il ne nous reste plus qu’à considérer le cas de À —0o: on a 


alors 
V(3) = a+ E[A0Ë(z— a) +...+ ADAE(z — a)]. 


Tous les A4 devront être nuls, pour que l'intégrale soit uni- 
forme, et nous aurons par suite pour y, un polynôme du premier 
degré, par rapport à 3 et aux C(3 — a), avec des coefficients qui 
seront des fonctions doublement périodiques. Comme d’ailleurs 
la différence 


C(z—a)—K{(z) 


est manifestement une fonction doublement périodique, nous pou- 
vons dire que l’intégrale y: se présente sous la forme d’un 
polynôme du premier degré en 3 et {(z) dont les coefficients 
sont des fonctions doublement périodiques aux mêmes multi- 
plicateurs. 


15. Considérons maintenant une équation E du troisième ordre : 
nous avons les trois intégrales 


M1 = Yi; Je = find, a = a [nds funds, 


Y1, Ve, Va étant des fonctions doublement périodiques. Nous con- 
naissons la force analytique des deux premières; nous avons à 
rechercher la forme de y; supposée uniforme. 


[vds 


L'expression 


est uniforme ; si elle est doublement périodique (de première ou 


de seconde espèce), nous sommes ramené au cas précédent. Dans 
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le cas contraire, cette expression sera, d’après ce qui précède, de 
la forme 


(7) | PH Ot(2) Re, 


P, Q, R étant doublement périodiques, et l’on peut admettre que 
3— 0 n’est pas un pôle de Q et R, car, s’il en était autrement, 1l 
suffirait de remplacer 3 par &« + 3, à étant une constante arbi- 
traire, pour réaliser la circonstance que nous venons de dire. On 
peut en outre supposer que tout pôle «a de l’éxpression (7) est 
distinct de zéro. Nous avons donc à chercher la nature de l’in- 
tégrale 


Jr + QE(z) + R3]dz, 


qui est une fonction uniforme. Soit & un pôle de (7), et désignons 
par p, q, r les résidus correspondants de P, Q, R. On devra avoir 


nécessairement 
p+gia)+ra—=o, 
e 


et comme & + w sera aussi un pôle, on aura pareillement 
p+gé(a)+r(a+uw) Le. 0. 
On en conclut 7 — 0, et prenant ensuite le pôle & + w/, on aura 
p+gqle(a)+n]=0o; 


done p — 0, g — 0. Les résidus des fonctions Q et R sont donc 
nuls pour tous leurs pôles, et l’on peut, par suite, écrire 


d dR 
P ASE ie He 


Q,et R, étant uniformes. L'intégrale cherchée devient donc 
dQer 7e ART 
elle est ramenée, en intégrant par parties, à 
pre Qt) — Ril de. 


Si Q et R sont des fonctions de seconde espèce, nous pourrons 
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prendre pour Q, et R, des fonctions également de seconde espèce, 
et nous aurons par conséquent une intégrale du type déjà étudié : 
J3 est encore un polynôme du premier degré en 3 et G(z) à coef- 
ficients doublement périodiques. 

Si P, Q et R sont des fonctions de première espèce, Q, et R, 


sont de la forme 
ds (14€) + (3), 


a et b étant des constantes et o(s) une fonction doublement 
périodique de première espèce. Notre intégrale prend alors la 
forme 


ftaztte) Ab C2) PCs ECS DE(z)+y(z)]dz, 


À, B, C, D étant des constantes, et y(z) une fonction de pre- 
mière espèce. L'intégration par parties nous donne des termes en 
needs 002), 


et 1l reste une intégrale de la forme 


Pat) + v(s)1e, 


À étant une constante et (z) une fonction de première espèce, 
intégrale qui se réduit elle-même à un polynôme en 3 et C(sh 


En résumé, l'intégrale y; se mettra sous la forme d'un 
polynôme du second degré en 


3. et,, (3) 


dont les coefficients sont des fonctions doublement périodiques 
de z aux mémes multiplicateurs. 


Le théorème que nous venons de démontrer pour m—: et 
m—3$ est général, et il a été démontré pour la première fois 
par M. G. Floquet dans toute sa généralité (!); on peut l’énoncer 
an Si : 


Dans tous les cas, l'intégrale générale d’une équation E.. 


(:) G. FLoquer (Comptes rendus, t. XCVIIT, p: 82). On Pourra aussi Consulter 
à ce sujet le Tome II du Traité des Fonctions elliptiques d'HALPHEN (page 542). 
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d’ordre m, pourra se mettre sous la forme d’un polynôme en = 
et C(z) de degré m —1, les coefficients de ce polynôme étant 
des fonctions doublement périodiques aux mêmes multiplica- 
teurs. On peut l’établir en procédant de proche en proche, comme 
nous l'avons fait pour m — 2 et pour »m — 3; mais nous ne nous 


y arrêterons pas. 


16. Comme exemple d’équation E, nous devons reprendre 
l'équation, déjà citée, de Lamé sous la forme que lui donne 


M. Hermite, 


— [n(n+1)Æsn?z+<h]y.= 0. 


On voit aisément que l'intégrale générale de cette équation est 
uniforme. Les périodes sont ici 2K et 2:K’, et il n’y a pour le 
coefficient de y que le seul pôle :K’ dans le parallélogramme des 
périodes. Les racines de l'équation fondamentale déterminante 


relative au point : K' sont 
. 


—n et An +I. 


D’après les théorèmes généraux de M. Fuchs, il y aura une 
intégrale correspondant à la plus grande racine, c’est-à-dire de 
la forme 

Ji=(z—1K)#14(s), 


(x) étant holomorphe, différent de zéro pour z — :K' et ne ren- 
fermant que des termes d'ordre pair. Pour la seconde intégrale y, 
1l pourrait y avoir un logarithme, puisque la différence des racines 
de l’équation fondamentale est un nombre entier; mais il est aisé 
de voir qu'il n’y en a pas. On a, en effet, l’équation n'ayant pas 


d 
de terme en “7, 
dz 


d’où l’on conclut 


C étant constante. Puisque y? ne renferme que des termes d'ordre 
pair, l'intégration ne pourra donner aucun logarithme. L’'inté- 
grale générale de l’équation de Lamé est donc uniforme. 
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Indiquons, sans approfondir ce sujet qui nous mènerait trop 


loin, la marche à suivre pour trouver l'intégrale. Nous savons que 
l’on peut donner à l'intégrale la forme 


Aof(z—iK") +.,.+ An De1f(s — iK) 
en posant | 
ui H(z+0Q) ) 


fa) Hes pif 


Q et À étant deux constantes, pour le moment arbitraires. En sub- 
stiltuant cette expression dans le premier membre de l'équation 
différentielle, on aura, en posant 3 —:K'+e et développant 
suivant les puissances croissantes de e, les termes à exposants 


négatifs en 
e—(n+2)  £—(n+1) g—1 
2 , , .. L 


Le premier terme disparaîtra de lui-même, puisque c’est en 
l’annulant qu’on a obtenu l'équation fondamentale déterminante. 
Il restera donc nr + 1 relations homogènes et linéaires en A, dont 
les cocflicientsedépendront de À et de Q@. On est donc conduit 
à deux équations en À et Q: et ceux-ci ayant été choisis, on 
aura les rapports des A. Nous avons écrit que le premier mem- 
bre de. l'équation différentielle, après la subslitution, est une 
fonction doublement périodique de seconde espèce, qui n’a pas 
de pôle; il se réduit donc nécessairement à zéro et l’on a alors 
une intégrale. On démontre ainsi, pour l'équation de Lamé, 
l’existence d’une intégrale fonction doublement périodique de 
seconde espèce, et l’on a en même temps une indication des cal- 
culs à faire pour la recherche effective de cette intégrale. Soit 
F(z) l'intégrale précédente ; F(—z) sera aussi une intégrale, 
puisque l’équation ne change pas quand on changes en —5; si 
est arbitraire, cette seconde intégrale sera distincte de la pre- 
mière, et l’on a alors les deux intégrales fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce 


FEMMES RCE 


qui donneront l'intégrale générale de l'équation de Lamé. 
Soit, par exemple, n — 1, c’est-à-dire l'équation 
dy 


Ps Er (242sn23 + A) y. 


Len 
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En effectuant les calculs qui viennent d’être indiqués, M. Her- 
mite trouve R 


Q étant donnée par Péquation 
h+r+k2— £k?sn20 — 


O(z) désigne une des fonctions introduites par Jacobi en même 
temps qne H(z) dans la théorie des fonctions elliptiques. 

Je, citerai encore l'équation de troisième ordre, que j'ai indi- 
quée (Comptes rendus, 1880) comme premier exemple d’une 
équation d’ordre supérieur au second intégrée au moyen des fonc- 
ons elliptiques 


dy 
de 


+ (A — Gk?sn?z) . + l1Y = 0, 


h et h, désignant deux constantes quelconques, dont on dé- 
montrera aisément que son intégrale générale esf uniforme. On 
trouvera dans les Applications des fonctions elliptiques, de 
M. Hermite (S XXXVIII), d’autres exemples, dus à M. Mittag- 
Leffler, d'équations d’ordre supérieur au second rentrant dans la 
classe qui nous occupe. 


17. Je terminerai ce Chapitre, en considérant avec Halphen 
une classe d'équations à coefficients doublement périodiques, ne 
rentrant pas immédiatement dans la classe que nous venons d’étu- 
dier, mais pouvant cependant s’y ramener au moyen d’un change- 
ment de fonctions (!). 

Supposons que nous ayons une équation à coefficients double- 
ment périodiques LATE 

dm y dm-1y 


MERE ar demi + 0. + gYy = 9; 


dont l'intégrale générale ne soit pas uniforme, mais pour la- 


(:) G.-H. HALPHEN, Mémoire sur la réduction des équations différentielles 
linéaires aux formes intégrables (Tome XXVIII des Heémotres des Savants 
Etrangers). 
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quelle le rapport de deux intégrales quelconques soit uni- 
forme. | 

Si 4, est un point singulier, les racines de l'équation fonda- 
mentale déterminante devront être 


, | 
M fa YO ER TER shats 


les e étant des entiers positifs et, de plus, aucun développement 
ne contiendra de logarithmes. 

La somme des racines de l'équation fondamentale déterminante 
relative à &;, c’est-à-dire 


my; +<ËÈe 
sera égale à 
m(m —1) 
5: E4 1, 
2 


2, désignant le résidu de p pour le pôle a. Donc, si les points 
singuliers sont @, G>, ..., a), dans un parallélogramme, le 


produit 
. m(vi cr ur v.) 


sera un nombre entier, puisque la somme des résidus de P pour 
les pôles &;,..., a) est nulle. 

Si nous rendons le parallélogramme m fois plus grand, nous 
aurons des points singuliers m» fois plus. nombreux, et alors la 
somme des y, qui leur correspondent, sera un entier. Plaçons- 
nous donc dans cette hypothèse toujours réalisable, et, conservant 
les mêmes notations que précédemment, nous aurons cette fois 


Zv — entier = Æ, 
Nous poserons maintenant 
"J'=Yj(s). 
L’équation transformée en Ÿ sera à coefficients doublement 
périodiques, si Le est doublement périodique. Or, on peut 
prendre ! 
fs) =TH(z — a)" [H(3 — a2)J:... [H(z— a)" H(zy#, 
on aura 


Le = MÉ(2—-@)+...+ v E(z — 4) — F0) | 
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qui sera doublement périodique, puisque Xy — k— 0. D'autre 
part, Ÿ deviendra uniforme; on sera donc ramené, pour l’équa- 
tion en Ÿ, à une équation à coefficients doublement périodiques 
et à intégrale générale uniforme. On ne doit pas oublier seule- 
ment qu’en général on doit considérer, pour cette équation 
transformée, le parallélogramme des périodes comme formé de m 
parallélogrammes de l’équation primitive. 


— 0 00 —— 
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CHAPITRE XVI. 


THÉORIE DES SUBSTITUTIONS ET DES ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES. 


I. — Sur les groupes de substitutions et les fonctions 
rationnelles de z lettres. 


1. Nous nous proposons d'étudier, dans le Chapitre suivant, 
les analogies entre les équations algébriques et les équations 
différentielles linéaires. Il est donc indispensable que nous repre- 
nions les théories algébriques, qui sont les analogues de celles 


que nous développerons ensuite pour les équations linéaires; c’est : 


ce que je vais faire le plus succinctement possible (Ta 


Désignons par 
Di, Lo, ..., Zn, 


(*) La bibliographie sur la théorie des substitutions et des équations algé- 
briques serait bien longue à établir. Je me contenterai de citer quelques Traités 
généraux sur ce sujet; ce sont tout d’abord le Traité des Substitutions et équa- 
tions algébriques (Paris, 1870) ‘de M. Camille JORDAN, dans lequel l’éminent 
Géomètre expose les recherches de ses devanciers et les siennes propres, et le 
Traité des Substitutions de M. NertTo (Leipzig, 1882). Dans ces derniers temps 
ont paru en France deux Livres sur ces matières. L'un de MM. Borez et DRAGCH 
expose en les développant les leçons de M. Tannery à l'École Normale; il est inti- 
tulé Zntroduction à l'étude de la théorie des nombres et de l’Algèbre supérieure 
(Paris, Nony, 1895); les auteurs se sont surtout préoccupés du point de vue phi- 
losophique et logique dans leur très intéressante exposition des théories algé- 
briques. Le second Livre, dû à M. H. Vocr, intitulé Lecons sur la résolution al- 
gébrique des équations (Paris, Nony, 1895), est rédigé avec beaucoup de soin 


et se recommande particulièrement à ceux qui veulent étudier ces questions pour 


la première fois. 
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ñn lettres représentant x grandeurs indépendantes. On sait qu’on 
peut effectuer sur ces lettres des permutations en nombre 1.2...n. 
Ces permutations sont les résultats que l’on obtient en écrivant 
ces lettres à la suite les unes des autres de toutes les manières 
possibles. 

En posant N—1.2...n, désignons par 


ZA à Mob in CAN 


les N permutations dont nous venons de parler. L'opération, par 
laquelle on passe d’une permutation à une autre, est dite une sub- 
stitution. On peut représenter une substitution en écrivant entre 
parenthèses la permutation de laquelle on part et, au-dessus de 
celle-ci, la permutation nouvelle qui doit la remplacer. Comme 
l’ordre des éléments qui se correspondent n'intervient pas dans 
le résultat, on peut supposer que chaque substitution remplace 
les éléments d’une permutation fixe ; par exemple, la permutation 
Ë, qui représente Zi, Zoe, «2, Œy, par ceux de même rang d’une 
autre quelconque X;. Nous représenterons ainsi par 


Z; 
(5) 
la substitution qui a pour effet de remplacer les lettres de la per- 
mutation Ÿ, par les lettres de la permutation Y;. On désigne sou- 
vent par de simples lettres S, T, ... les diverses substitutions 
que l’on a à envisager. I] y a intérêt à considérer, dans l’ensemble 
des substitations, la substitution 


Dr 

5 2 
que l’on appelle la substitution identique ou la substitution 
unité ; cette substitution indique la conservation de l’ordre des 


lettres. On a alors N substitutions effectuées sur les n lettres ; 
nous désignerons ces substitutions par 


(1) Û S1, Sa; …., SN 

la première substitution S, se réduisant à la substitution wnité. 
On désigne sous le nom de transposition la substitution qui 

consiste à permuter seulement entre elles deux des lettres, les 
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n — 2 autres restant invariables. Toute substitution peut être” 
regardée comme résultant d’une succession de transpositions. On 
le voit de suite en supposant le théorème vrai pour »# — 1 lettres 
et l’étendant à n. Soit, en effet, | 


Ti; Ta; ..., PAR CS *5 LT) 
remplacées respectivement par 
DT DRE UNIES Te 


Nous pouvons d’abord faire sur la première permutation une in- 
version entre æ et Z, Ce qui nous donne 


To Lo; sr 1, QHIRE Tr 


et nous n'avons plus à faire ensuite qu'à une substitution relative 
à n — 1 lettres. 

Les substitutions les plus simples sont celles qui remplacent, 
dans une permutation, chaque élément par celui qui le suit, et le 
dernier par le premier; on appelle circulaire une telle substitu- 
uon. Toute substitution de n éléments est circulaire ou se décom- 
pose en substitutions circulaires. Soit, en effet, x, une lettre 
quelconque, x, celle qui la remplace lorsqu'on effectue la substi- 
Lution, soit de même æg la lettre qui remplace x,; et ainsi de 
suite jusqu’à une lettre x) qui sera remplacée par æ;. Nous aurons 
ainsi, dans la substitution, un premier cycle; une lettre non 
rencontrée donnera naissance à un autre cycle et ainsi de suite, 
de sorte que la substitution est bien décomposée en un certain 
nombre de cycles ou substitutions circulaires. 


2. Si l’on effectue sur les + d’abord la substitution S et ensuite 
la substitution T, on aura une substitution résultante, qu’on ap- 
pelle le produit des deux substitutions S et T; nous la désigne- 
rons par 

TS. 


en indiquant par là qu'on fait d'abord la substitution S et 
ensuite la substitution T ( 


(*) On fait souvent l'hypothèse inverse; nous-mème l'avons faite dans un Cha- 
pitre précédent. Nous conserverons jusqu’à la fin de ce Volume la convention 
faite dans le texte. 
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Il ne faut pas confondre les deux substitutions 
DS HE LA STE 


qui sont, en général, distinctes. Quand elles sont identiques, on 
dit que les substitutions S et T sont échangeables. 

On appelle substitution inverse d’une substitution S, et l’on 
désigne par S! la substitution représentant l'opération inverse ; 


on a 
SS—1 — S—1S — TI. 


Dans le cas où les deux substitutions S et T sont échangeables, 
on a, comme nous venons de le dire, 


F9 ST; 
on en déduit 
HO UTUSEEt 
et, par suite, 
PS STSEA: 


3. Considérons maintenant une fonction rationnelle de n va- 
riables indépendantes j 
DO CSSS 8 Da) 
Quand on effectue sur 


Ti, Ta, ss Th 


toutes les substitutions (1), il peut arriver que la fonction ne 
change pas. On sait que la fonction v est dite alors une fonction 
DUPIQUE de, ri) Lasislsnsiwnvet peut s'exprimer en fonction 
rationnelle des fonctions symétriques élémentaires 


Pi = Ex, P2= ET, Pr = 13... Ln. 


D'autre part, si la fonction o est arbitraire. on obtiendra N 
part, e, 
fonctions distinctes, quand on effectuera toutes les permutations 
possibles sur les x, c’est-à-dire les substitutions (1). 
Mais il peut avoir des intermédiaires entre les deux cas 
| à 
extrêmes dont nous venons de parler ; ainsi pour ñn—4 la 


fonction 
P—TiTI + T3, 


ne prend que trois valeurs pour les vingt-quatre substitutions 
PTIT: 29 
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effectuées sur æ1, Zr, æ3, æ3. Ces trois valeurs sont visiblement 
© lui-même et les deux expressions ; 


LT1T3 + LDrs DIT Col3e 


Considérons donc l’ensemble de toutes les substitutions qui 
laisseraient invariable une certaine fonction © (x, &», ..., &n), 
et désignons-les par 
(G) SUIS: MERE TRO RS 


la substitution unité étant évidemment comprise parmi elles. Les 
substitutions précédentes forment un groupe, c'est-à-dire que 
les inverses et les produits de deux substitutions quelconques de 
la suite (G) appartiennent eux-mêmes à celte suite. Il en résulte 
qu'en combinant d’une manière quelconque, par multiplication, 
les substitutions de (G), on aura toujours des substitutions de la 
même suite. On appelle degré d'un groupe (G) de subsututions 
le nombre des lettres figurant dans ces substtutions. L'ordre 
d’un groupe est le nombre r des substitutions de ce groupe. 

En particulier, à une fonction symétrique correspond le groupe 
général des 1.2...n substiltutions relatives à » lettres. Nous ap- 
pellerons ce groupe le groupe symétrique. 


4. Une fonction rationnelle © nous a conduit à la notion capi- 
tale de groupe de substitutions. On peut inversement concevoir 
a priori la notion de groupe de substitutions, c’est-à-dire d’un 
ensemble de substitutions telles que leurs inverses et le produit 
d'un nombre quelconque d’entre elles donnent une substitution 
de cet ensemble. On peut établir que, pour un tel groupe, & y 
aura toujours des fonctions rationnelles que laisseront inva- 
riables Les substitutions du groupe, tandis que toute autre 
substitution modifierait ces fonctions. Considérons, en eflet, 
l'expression 

D = Go + T1 + G2Da te. + AnTn, 
les & étant des constantes distinctes. Il est clair que cette fonction 
a1,2...,n valeurs quand on effectue sur les x toutes les permu- 
tations possibles. Soit d'autre part G un groupe de substitutions 
d'ordre 7; désignons par | 
Pr OR EN TEN 


SUBSTITUTIONS ET ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 425 


les 7 valeurs que prend la fonction o pour les substitutions de ce 
groupe (v, —+%), et formons le produit 


P—VIV2... pr. 


4 


C’est une fonction rationnelle de +,,æ», ..., æ» que laissent 
invariable les substitutions du groupe, puisque ces substitutions 
permutent seulement les différents facteurs. 

D'autre part, toute permutation S, qui ne fait pas partie du 
groupe Gr, ne laisse pas invariable la fonction &. En effet, en 
effectuant sur @ une telle permutation, on obtient une expres- 
sion o, différente de w,...,0,, puisque les 1.2...7n permuta- 
uons donnent des résultats distincts. Si ® restait invariable pour 
la substitution S, ©, ne pourrait différer de w2, ..., », que par 
un facteur constant. Mais si l’on avait 


pi ko» (pére 


on aurait nécessairement X —1, puisque «, n’est pas nul, et, par 
suite, ©, serait égal à ©,, ce que nous venons de dire être impos- 


sible. 


9. Supposons qu'une fonclion © prenne o valeurs quand on 
effectue sur les x toutes les permutations possibles, et soient 1, 
P2, +, 99 Ces p fonctions. Toute fonction symétrique & de 
©, Do, -.., © restera invariable quand on effectuera sur les x 
une permutation quelconque, puisqu’une telle permutation ne 
peut que changer l’ordre de ces fonctions. 

La foncuon ® s’exprimera donc à l’aide des fonctions symé- 
triques élémentaires. Il en résulte que v,, Do +, Dh peuvent 
être regardés comme les racines d'une équation de degré P) 
dont les coefficients sont des fonctions symétriques des va- 
riables; nous désignerons cette équation par 


F(v)= 0. 


6. Étant donné un groupe G, il existe une infinité de fonctions 
rationnelles de x,,Æ», ..., æ, que laissent invariables les substi- 
tutions de ce groupe. Nous allons démontrer, relativement à ces 
fonctions, un théorème d’une grande importance. Je dis que : 
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Deux fonctions appartenant au méme groupe s'expriment 
rationnellement l’une par l’autre. | 


Soit r l’ordre du groupe G, dont nous représentons les substi- 
tulions, par 


(2) Sie I, ss ... S 


L 


Soit d’abord +, une des fonctions correspondant à ce groupe : si 
s désigne une substitution n’appartenant pas à G, la fonction +, 
se changera en une autre fonction +, quand on effectuera la 
substitution 6. Toutes les substitutions 


(3) 5, GS); 0 Chr 


transformeront w, en »,, et ce seront les seules, car si S’ désigne 
une telle substitution, la substitution 

GES: 
transformera +, en elle-même; on aura donc 


5-1S'—S, (ë£r); 
ce qui revient bien à 
SET ele 


comme nous voulions le faire voir. Cherchons le groupe appar- 
tenant à la fonction &,. Si S’ est une substitution de ce groupe, 
la substitution 57! S"c transformera v, en elle-même. Donc 


CHASSE ISA 
d’où l’on déduit que le groupe cherché est formé des substitutions 
69;9 1 (T= T2 CS 


On désigne ce groupe sous le nom de transformé du groupe G 
par la substitution 5. Si les substitulions (2) et (3) ne donnent 
pas l’ensemble du groupe des permutations de x lettres, c’est- 


àa-dire si 


il y aura une substitution 5’ n’appartenant pas à (2) et) (0): 
Cette substitution transforme v, en »,, et le groupe de vw, est 
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le transformé de G par 5’, de même que le groupe de w, était le 
transformé de G par 5. En continuant ainsi, on voit que, si la 
fonction # prend pb valeurs pour l’ensemble des substitutions, 
on partagera cet ensemble en o groupes de r substitutions, tels 
que (2),(3),...; on a évidemment 


1.2... RA—= T0. 


À 


Cela posé, soit d, une seconde fonction correspondant au 
groupe G et désignons par 


| 
y en) P RE AU 


les o valeurs de d correspondant respectivement aux substitu- 
tions (2), (3), .... Considérons les expressions 


M + Va +. + Ye; 
Pabi+ Pad +... + pp Vp; 
Didi pide+...+ pi Vo, 


Ces expressions sont évidemment symétriques en æ,,Æo, - +, Zn) 
puisque toute permutation effectuée sur les x ne peut que chan- 
ger ©; en w; et d; en Ÿ;. Elles s’exprimeront donc à l’aide des 
fonctions symétriques élémentaires; posons donc 


Vi + Va ++ Yo = Pi, 
Didi Dada+...+ppVp = Po, 


Nous pouvons tirer de ces équations du premier degré les 
valeurs de %,, 4,, ..., 4. Considérons en particulier Y,; son 
expression sera symétrique par rapport à &2, ..., ®,; Or, ces der- 
nières quantités sont racines de l’équation 


F(v 


Se ra 


comme il résulte du $ 5. Cette équation a ses coefficients ration- 
nels en v, et symétriques par rapport aux #. Il résulte immédia- 
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tement de là que Ÿ, s'exprime rationnellement à l’aide de Di; 
comme nous voulions l’établir. Il est bien entendu que dans cette 
expression rationnelle figurent comme coefficients de w, des fonc- 
ions symétriques des æ. 

La démonstration précédente permet d’établir un théorème plus 
général que celui que nous venons d’énoncer. Les deux fonctions 
Yet o n’ont pas besoin d’appartenir au même groupe. Supposons 
seulement que Ÿ reste invariable pour toutes les substitutions du 
groupe auquel appartient ©. Il arrivera alors que les fonctions 
désignées par 

Yis Var +. Vo 


ne seront pas toutes distinctes, car il ÿ aura d’autres permutations, 
que celles du groupe G n’altérant pas la fonction V,. Mais cela 
importe peu pour la démonstration, et nous avons le théorème 
général suivant, dû à Lagrange : 


SE deux fonctions rationnelles de plusieurs variables Vetvw 
sont telles que l’une Ÿ reste invariable pour toutes les substi- 
lutions du groupe auquel appartient ©, la fonction à s'exprime 
rationnellement au moyen de la seconde et des fonctions symé- 
triques élémentaires. 


7. Un exemple intéressant de fonctions, ayant plusieurs valeurs 
pour l’ensemble des pérmutations, nous est fourni par les fonc- 
Uons entières ayant deux valeurs. Supposons qu’une telle fonc- 
tion w existe et désignons par 


ses deux valeurs. Toute substitution S du groupe qui change CR 
en elle-même changera aussi © en elle-même, car autrement S=! 
changerait w, en vw», tandis que manifestement S-! change, 
comme S, +, en elle-même. Il y a donc deux genres de substitu- 
tions, les unes changeant p1 en ©, et ©, en v,, les autres changeant 
v, et vw. en elles-mêmes. Envisageons la fonction 


P1 — Lo, 


ce sera une fonclion ayant deux valeurs égales et de signes Con- 
traires. On appelle alternée une fonction jouissant de cette 
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propriété de n'avoir, pour l’ensemble des permutations, que deux 
valeurs égales et de signes contraires. Le carré d’une fonction 
alternée est une fonction symétrique. 

Toute substitution pouvant être obtenue en faisant une succes- 
sion d’inversions entre deux lettres, il est clair qu'il ÿ aura au 
moins une inversion changeant le signe d’une fonction alternée F. 
Si cette inversion est entre x, et æ8, la fonction F s’annulera né- 
cessairement pour Z,—= æg etsera, par suite, divisible par 4 — x. 
Ainsi F? est divisible par (x, — æg)? et, comme il est symétrique, 
il sera divisible par tous les binômes analogues. Donc F est di- 


CR . 5 n(ri—| : Fate 
visible par la fonction «w formée de RARE TAN facteurs linéaires 
u —=(%1—Z2)(Li— T3)... (Li — Th); 

(T2— 23)... (To — Ln), 
A SPA D Le or hr RENE . 
(Tn=—1 TE TA 


On voit d’ailleurs, de suite, que cette fonction w n’a que deux 
valeurs égales et de signes contraires. La fonction alternée F sera 
divisible par une puissance m de u, qui sera impaire, Car autre- 


ment le quotient 
F 


U IT 


serait encore alterné et, par suite, divisible par w; m ne serait 
pas alors la plus haute puissance de u, qui divise F. Nous pouvons 


donc écrire 
HS; 


S étant symétrique. 
Si nous revenons alors à la fonction w, on peut écrire 


Le ed RE 2Piu, 
1 + Ve — 2P>, 


P, et P, étant symétriques; donc toute fonction à deux valeurs 
est de la forme 
P: + Piu. 
Toutes ces fonctions se ramènent done à uw, c’est-à-dire à la ra- 
cine carrée du discriminant des n lettres æi, Zoe, ++, Œn. IL est 
clair, d’ailleurs, que la fonction w n’a que deux valeurs, puisque 
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toute substitution ne peut que permuter l’ordre des facteurs li- 
néaires et changer leurs signes. 

Le groupe de substitutions laissant invariable la fonction w 
s'appelle le groupe alterné. Soient 


D IEEE S 9) ……. SE 


les substitutions de ce groupe. Pour toutes ces substitutions, la 
fonction w prend une même valeur LT 

Raïsonnons comme au $ 6 : il y a, dans le groupe général des 
1.2... A substitutions, une substitution c qui n'appartient pas 
au groupe alterné, sans quoi w serait symétrique. Nous avons 
alors une seconde ligne 


TND a Se TRES 


de substitutions transformant u en une autre fonction w», et, 
comme w n'a que deux valeurs, les 2r substitutions précédentes 
donnent toutes les substitutions du groupe symétrique. Donc 


et, par suite, le groupe alterné est d'ordre ——— On voit 
bien facilement qu'il est formé des substitutions du groupe sy- 
métrique se ramenant à un nombre pair de transpositions. 

Un second exemple nous sera fourni par la fonction 


T1 T9 + L3Li, 


déjà considérée au $ 3. Cette fonction a trois valeurs ; il y aura 
donc trois lignes dans le Tableau des substitutions du groupe sy- 
métrique mis sous la forme 


=. 
Si; S>, , D y 
G 91; o So, À goes 
EE Ce SU ACL SN 


où les substitutions de la première ligne sont celles qui laissent 
invariable la fonction. On aura donc 


STI OUR ou ps À 


Le groupe des S est donc d'ordre huit. 
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II. — De la réductibilité des fonctions entières. 


8. La notion de réductibilité des fonctions entières joue un rôle 
capital dans la théorie des équations algébriques. Nous devons 
nous y arrêter un moment. 

Définissons d’abord avec précision, comme le faisait Kro- 
necker (!), ce qu’on doit entendre par domaine de rationalité. 
Étant donnés des paramètres R,, R:, R:,..., que l’on suppose 
indéterminés et indépendants les uns des autres, nous appellerons 
domaine de rationalité l'ensemble des fonctions rationnelles 
de ces paramètres, les coefficients figurant dans ces fonctions 
rationnelles étant des nombres entiers. Le domaine le plus simple 
est formé par les nombres rationnels; il ne comprend aucun pa- 
ramètre. 

Le premier problème qui se présente est de reconnaître si une 
équation à coefficients entiers 


J(æ) = 0 
admet une racine commensurable ; c’est là une question classique 
sur laquelle je n’ai pas à insister ici. Prenons maintenant une 
équation 
| (2) HR De Ra NE) "0 


dans laquelle les coefficients des puissances de x sont des fonc- 
ons rationnelles des R à coefficients eux-mêmes commensurables, 
et cherchons si cette équation en x peut être vérifiée par une 
fonction appartenant au domaine de rationalité. Écrivons l’équa- 
uon sous la forme 


ao(R, PR), …. Jænt ee ai(Ru, R>, .. .)æm-t se. = O, 
les a étant des polynômes en R à coefficients entiers. En posant 


ao (Ri, Ro, Jr Y, 


(*) KRONECKER, Grundzüge einer arithm. Theorie der algebraischen Grôs- 
sen (Festchrift zum Kummer’s Jubilæum, 1882). 
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nous aurons une équation en y de même forme, mais où le pre- 
mier coefficient sera l’unité. | 

S'il existe une racine x rationnelle par rapport aux R, l’équa- 
uon en y aura une racine entière, et nous sommes donc ramené 
à la recherche d’une racine de l’équation 


y + b1(R;, R>, )YRLE, 0. — 0 


qui soit une fonction entière de R;, R», ..., formé avec des nom- 
bres rationnels. On trouve immédiatement une limite supérieure 
du degré possible de y par rapport à chacun des paramètres R;, 
R:, ..., comme le montre, par exemple, la théorie des asym- 
ptotes. On fera donc la substitution à y dans l’équation d’un 
polynôme en R,, R:, ... d’un degré déterminé, les coefficients À 
de ce polynôme étant indéterminés. En égalant à zéro tous les 
termes du résultat de la substitution, on aura un certain nombre 
de relations algébriques entre les coefficients A. Il ne s'agira plus 
que de voir si l’on peut y satisfaire par des nombres commensu- 
rables. | 

On aura d’abord à voir si les équations sont compatibles algé- 
briquement; s’il en est ainsi, la résolution de ces équations se 
ramène, par des calculs où n’entre aucune irrationalité, à la ré- 
solution d’une équation unique à coefficients rationnels, et nous 
sommes ainsi conduit de nouveau au premier problème. 

Supposons enfin que nous voulions reconnaître si l'équation (2) 
admet un diviseur rationnel de degré k. Je désigne par 


T1, To, c..) LTm 


les m racines de l’équation, et je forme l'expression 


(3) Vie Dit 3 lo, MODEL, 


en désignant par pi, pr, ..., p4 les fonctions symétriques élé- 
mentaires relatives à x,,, Lusy ++ Ta. Nous représentons par 
di, >, ..., 4x À nombres distincts de la suite des m premiers 
nombres, et les £ sont des paramètres arbitraires. En prenant 
pour les « toutes les combinaisons possibles des m premiers 
nombres # à k, et formant le produit des expressions (3), nous 
aurons 


UCY — pit —pata—...—prtr) = F(Y;, ta .:., 6, Ra R:...), 
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et nous avons à rechercher si l’équation 
ECP, li, SO E LT AR EU R>, Ur 0 


admet pour y une racine rationnelle en # et R et à coefficients 
commensurables. 

Une telle racine, que nous savons trouver d’après ce qui pré- 
cède, devra être nécessairement de la forme 


Pit: —+ Do lo +. + Drlk) 


et, si elle est rationnelle, c’est que les fonctions symétriques p 
de Zu; La, +++ La, appartiennent au domaine de rationalité 
(R, Ro, ...). L’équation est dite alors réductible, et nous 
pouvons obtenir les différentes équations en lesquelles elle se 
décompose. 

Une équation qui n’est pas réductible dans un domaine donné 
de rationalité est dite trréductible dans ce domaine. 


9. Démontrons de suite une proposition fort simple, mais de 
grande importance, sur les équations irréductibles. Je suppose 
que, dans un certain domaine de rationalité, une équation algé- 
brique ait une racine commune avec une équation irréductible : je 
vais montrer qu'elle admettra toutes les racines de cette seconde 


équation. Soit donc 
F(tæ;R:1 Ro, SÉRIE 


la première équation, et représentons par 
P q ) P P 
J(æ, Ri, R,...)—0, 


l'équation irréductible qui a par hypothèse une racine commune 
avec F. Nous pouvons former le plus grand commun diviseur 
U(x, R,,R:,...) entre F et jf; ses coefficients appartiendront au 
même domaine de rationalité. Il faut nécessairement que 0 et f 
coïncident, car autrement f ne serait pas irréductible; 1l est évi- 
dent alors que toutes les racines de fappartiennent à F. 


10. Nous allons généraliser le point de vue auquel nous ve- 
nons de nous placer pour définir l’irréductibilité d’une équa- 
tion, mais auparavant établissons une proposition qui nous sera 
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plus tard très utile. Etant donné un domaine de rationalité, con- 
sidérons une équation de degré n 


f(æ) =, 
dont nous désignerons les racines supposées inégales par 


Ti; To, °, CAE 


et soit 
Norte. EE 


une fonction rationnelle telle que les 1.2... n valeurs numéri- 
ques qu’elle prend, quand on permute les racines de toutes les 
manières possibles, soient toutes différentes, nous allons démon- 
trers one Mes ET MERE s'expriment en fonctions ration- 
nelles de V (1). Ce théorème joue un grand rôle dans la théorie 
de Galois, comme nous le verrons bientôt, et nous allons rapporter 
la démonstration qu’en donne l’illustre géomètre. Mais nous pou- 
vons observer auparavant que le théorème est en quelque sorte 
évident, car V satisfait à une équation d’ordre 1.2... 7 dont les 
racines sont distinctes, et à chaque valeur de V ne correspond 
qu'une seule valeur de x,. Lo, +++, Tr, puisque pour deux per- 
mutations différentes des x on a deux valeurs différentes de V. 
Ne nous contentons pas cependant de cette vue rapide, et 
cherchons comment on pourra trouver effectivement les expres- 
sions rationnelles des racines en fonction de V. Désignons par V, 
la valeur de V pour une certaine permutation, soit æy, Zo, ..., Æne 
Laissons x, fixe et permutons de toutes les manières possibles 


Lo, Lg) +... Xn, NOUS aurons ainsi les U—=1.2...(n— 1) valeurs 
distinctes de V 


Ê 


7 
Vas Va, ..., Nice 


Les coefficients de l'équation donnant ces valeurs de V seront 
symétriques par rapport aux racines de l'équation 


je 


FT 1 


TXT — Ti 
I PTS 
(') Cette proposition se trouve au commencement du Mémoire célèbre de Ga- 


lois, dont nous allons bientôt nous occuper. Elle est citée sans démonstration 
par Abel dans le Mémoire posthume Sur les Fonctions elliptiques. 
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et seront par suite rationnels en x,. Désignons cette équation 
par 
(4) F(V, x) =0, 


F étant un polynôme en V et x,. Il en résulte que l’équation 
en æ 


(5) EE ET 


admet certainement x, pour racine. L’équation (5) en x et l’é- 

quation 
J(x)= 0 

ont donc une racine commune x,. Elles ne peuvent en avoir 

qu'une, car si X2 était racine de (5), on aurait 


EUVS Ta) 0 
Or l'équation À 


(6) F(V,æ)=0 


admet pour racines les valeurs de V obtenues en transposant x, 
et &2 dans les permutations qui correspondaient aux racines de 
l'équation (4); cette dernière équation et l'équation (6) n'ont 
donc pas de racines communes, puisque toutes les valeurs de V 
sont distinctes. Ainsi l'équation (5) et l'équation 


J(æ)=0 


n’ont qu'une racine commune, et nous aurons pour celle racine 
commune +, une fonction rationnelle de V,. On aura de même 
d’autres fonctions rationnelles de V, pour les autres racines #4», 
33 +.) Zn, Et le théorème est par suite démontré, en même 
temps qu'on à une marche à suivre pour trouver explicitement 
ces fractions rationnelles. 

Deux corollaires du théorème précédent joueront dans la Sec- 
Lion suivante un rôle capital. 


Soit 2 
Y(V) = 0 


l'équation donnant les 1.2...2 valeurs de V. Nous venons de voir 
QUE Li, Loy -., Lr SOnt fonctions rationnelles de V,. Comme, 
d'autre part, une autre quelconque des valeurs de V est ration- 
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nelle en æ,, æ:, ..., Zn, elle sera aussi rationnelle en V,. Done, 
toutes les racines de l'équation Y sont fonctions rationnelles 
de l’une quelconque d’entre elles. 

En second lieu, supposons que l’équation W soit réductible, et 
prenons l’un de ses facteurs érréductibles 


Y(V)=0o 
dont nous désignerons les racines par 
Va PVR EN 
Nous avons trouvé plus haut, pour les racines de l'équation 
f(x) NT 


== RAUVRE Lo — R2( Vi), s Ehels Dn = Ra(Vi), 


les R étant rationnels. Il est facile de voir qu’elles pourront étre 
représentées aussi, quoique dans un ordre différent, par 


(93 Ri(V»), R:(Vh), ….) R;:(Vz}, 


Vz étant une quelconque des racines V,, V,, ..., V,. En effet, 
l'équation f admet par hypothèse la racine R,(V, ); l'équation 


JIRICNE=0 


est donc satisfaite pour V = V,; il s'ensuit qu’elle doit être satis- 
faite pour V,, ..., V, ($ 9). Les termes de la suite (7) sont donc 
des racines; il reste à prouver qu'ils sont distincts. En effet, si 
l’on avait par exemple | 


Ri(Vr) — R:(Vr) = 0 (Asa 
l'équation | 
R;(V) st R:(V) —10 


étant vérifiée pour V = V, serait vérifiée pour V=V,, ce qui 
n’est pas. 


11. Indiquons encore une conséquence de la proposition pré- 
cédente : £'tant données un nombre quelconque d’irration- 
nelles algébriques, on peut toujours les exprimer toules en 
fonction d’une méme irrationnelle. Soient, par exemple, deux 
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équations algébriques de degré u et y 
PA ET A LE CNET 


on pourra exprimer y et z en fonctions rationnelles d’une même 
racine d’une troisième équation algébrique dont les coefficients 
appartiennent au même domaine de rationalité. En effet, les ra- 
cines 

FAN EPA AT RL LTD rate VITE Y 


sont racines d’une même équation algébrique 


RERO 


et, comme rien ne supposait plus haut que f(x) était irréduc- 
uble, nous pouvons appliquer le théorème précédent, et expri- 
mer ainsi les y et 3 en fonction rationnelle d’une irrationnelle 
auxiliaire V. 


12. Nous pouvons maintenant généraliser le point de vue au- 
quel nous nous étions d’abord placé pour définir l’irréductibilité 
d'une équation. Nous avons jusqu'ici considéré le domaine de 
rationalité (R;, R2, ...). Nous pouvons adjoindre à ce domaine 
des fonctions algébriques de R;, R:, ..., c’est-à-dire des racines 
d'équations algébriques 


o(u, HR, R>, ae 0: dv, Ri, Ro, 45) — O, 


Cela posé, une équation en x 
DÉMO AR RTS RAM NE 0; 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles à coefficients 
entiers de u, #,..., Ru, R>:, ..., sera réductible, si elle a une ra- 
cine commune avec une équation de même forme et de degré 
moindre. D’après le paragraphe précédent, on peut supposer que 
l’on adjoint une seule fonction algébrique. Nous aurions donc 
l'équation | 
COUR ER 4) 0, 

que l’on peut supposer irréductible au sens des paragraphes pré- 
cédents, et l'équation 


1(æ, U, Ri, R>, ...)=0, 
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qui peut d’ailleurs ne pas renfermer w. Il sera facile de recon- 


naître si cette équation est réductible au sens généralisé que nous 
adoptons maintenant. En procédant comme au $ 8, il suffit de re- 
connaître si l’équation admet une racine fonction rationnelle de 
u, Ri, Ro, .. à coefficients entiers. Or, si m est le degré de © par 
rapport à w, une telle racine sera de la forme 


æ—= Ao+Aiu+...+ A qui, 


les À étant des fonctions rationnelles des R à coefficients com- 
mensurables. En substituant cette expression dans l’équation /, 
nous aurons une relation de la forme 


Vu, À, ….. APE R;, R>, PR EE 


On ramènera toutes les puissances de w dans Ÿ a être au plus 
de degré m—1 en se servant de l’équation +, et l’on devra alors 
avoir une identité, ce qui donnera m équations pour déterminer 
les À. On est ainsi ramené au problème, déjà étudié, de recon- 
naître sides équations peuvent être vérifiées par des fonctions 
rationnelles à coefficients entiers de certains paramètres qui y 
figurent. 

Comme exemple d’une équation devenue réductible par l’ad- 
Joncuon d’une irrationnelle, il suffira de prendre l’équation 


Elle est irréductible quand le domaine de rationalité est l’en- 
semble des nombres entiers. Elle devient au contraire réductible 
quand on adjoint l’irrationnelle w définie par 


U?——80, 
puisque l'équation peut s’écrire 
(æ?—3)(x?+ 1) = 0, 


d’où il résulte que æ'— 2x? — 3 admet le facteur x — w. 
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III. — Théorème fondamental de Galois; groupe d’une équation 
algébrique (1). 


13. Arrivons maintenant aux principes si féconds introduits 
par Galois dans la théorie des équations algébriques. Nous com- 
mencerons par la notion fondamentale du groupe d’une équa- 
uon algébrique. Nous partons d’une équation de degré n 


J(z) 0; 


dont les coefficients appartiennent à un certain domaine de ratio- 
nalité, et dont les racines sont inégales, Soit, comme plus haut, 
au $ 10, 


L'ECTE ZE ZTPONRE 7 


une fonction rationnelle des racines, dont les 1.2...n valeurs 
sont différentes quand on permute les racines de toutes les ma- 
mières possibles. On pourra, par exemple, prendre, comme l’in- 
dique Galois, 


NOM 40 te 8 PPS SAS PE TS 


les a étant des grandeurs arbitraires appartenant au domaine de 
rationalité. Désignons, comme plus haut ($ 10), par L(V) un fac- 
teur irréductible de degré y de l'équation donnant les 1.9... n va- 
leurs de V et soient toujours V,, V,, ..., V, les racines de U. D'a- 
près ce que nous avons dit, les racines peuvent être représentées 


(:) Les OEuvres mathématiques d'Évariste Galois ont été publiées dans le 
Journal de Mathématiques (1° série, tome XI, 1846). La lettre écrite à Auguste 
Chevalier par Galois, la veille même de sa mort (29 mai 1832), a été aussi insérée 
dans ce Volume. Le numéro de septembre 1832 de la Revue encyclopédique con- 
tient une Notice nécrologique sur Évariste Galois, où l’on trouvera les renseigne- 
ments les plus intéressants sur la destinée tragique de ce géomètre, d’un incom- 
parable génie, mort à vingt ans. 

Galois est surtout connu pour ses célèbres travaux sur les équations algébriques. 
Il avait fait en Analyse des découvertes au moins aussi éclatantes. Comme on le 
voit dans sa lettre à Auguste Chevalier, il avait approfondi l’étude des intégrales 
de différentielles algébriques, les avait classées, comme on l’a fait depuis, en trois 
espèces et avait trouvé le nombre de leurs périodes. 
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par l’une quelconque des lignes horizontales du Tableau suivant : 


Ri(Vi), R:(Vi), ss R2(VA);, 
RE CVS ARENA ANS 


Ri(V»), R;(V,), CONTE) R:(Vy). 


Chacune de ces lignes représente une permutation des racines 
WE ; ms 
Li, Lo, -.., Æn. J'ajoute que toutes ces permutations sont diffé- 
rentes, car, autrement, l’expression a;,2, + ame Paz, 
devrait être à la fois égale à V, et à V,. Nous allons montrer qu’à 
ces permutations correspond un groupe de substitutions. La 
première ligne se réduit à 


T1, Lo; ss ln: 


Désignons par 
DA == |, S 2 ; …., sn 


ä 


les substitutions correspondant au passage de la première ligne à 
elle-même et à chacune des suivantes. Nous savons (S 10) que 


À EF 0x Vi 1R 


0; étant une fonction rationnelle; le remplacement de V, par 
0,(V,) donne la substitution S4. La substitution S; donne donc 
la permutation 


Rail 04 (Vi) Ral04 CV) ce, Ra[0(Vi)}e 


Si nous voulons maintenant effectuer sur cette permutation la 
substitution Sz, 1l faudra remplacer V, par 0,(V, ); nous aurons 
donc la permutation 


(8) R1[04(02)1], " Ra[6x(02)], ..., R:[04(02)]: 
mais on voit immédiatement que 
0x [0x(Vi)] 


est une racine de #CV)), car cette expression n’est autre chose que 


eCVa). Or, puisqu'on a 
DIOECVi )] NO» 


Ÿ [0x(V)] 0 


l'équation 
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à une racine commune avec Y(V) = 0. Elle admet donc toutes les 
racines de cette dernière équation et en particulier V4. La suite (8) 
fait donc partie des substitutions de notre Tableau, et celles-ci 
forment bien un groupe qui est évidemment d'ordre y. Galois ap- 
pelle ce groupe le groupe de l'équation pour le domaine consi- 
déré de rationalité. Nous allons maintenant démontrer la double 
propriété caractéristique de ce groupe, que nous désignerons 


par G. 


14. Le théorème fondamental peut s’énoncer de la manière sui- 
vante : 


Toute fonction rationnelle des racines, invartable par les 
substitutions du groupe G, appartient au domaine de ratio- 
nalité, et réciproquement toute fonction rationnelle des ra- 
cines appartenant au domaine de rationalité reste invartable 
par les substitutions du groupe. 


Il est essentiel de remarquer, avec Galois, qu'on appelle ici 
fonction invariable non seulement une fonction dont la forme 
algébrique est invariable par les permutations des racines entre 
elles, mais encore toute fonction dont la valeur numérique ne 


varie pas par ces substitutions, alors même que sa forme. algé- 
brique aurait varié. 


Démontrons d’abord la première partie du théorème. Toute 
fonction des racines peut se mettre sous la forme 


F — AV), 


V étant une racine de l’équation L(V) — o considérée au para- 
graphe précédent, et, puisque cette fonction a la même valeur nu- 
mérique pour toutes les substitutions du groupe G, on aura 


, AVI = ANS) = = A(V,) 
et, par suite, 


; 
F — ÿ [A(Vi) ri À (V2) +... ne ACV,)]; 
F est donc une fonction symétrique de V,, V:, ..., V,; elle TA 
partient donc au domaine de rationalité, comme les coefficients 
de l’équation Ÿ. 

Passons à la seconde partie. Soit F une fonction rationnelle des 
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racines dont la valeur numérique appartient au domaine de ra- 
tionalité; nous pouvons écrire 


A(Vi)—9Q E=40 


en supposant que ce soit pour la disposition des racines corres- 
pondant à V — V, que la fonction prenne la valeur Q. Mais, puis- 
que l'équation 
XIV) 200 
a la racine commune V, avec l'équation 4(V) = o, elle admet 
toutes les racines de cette dernière équation qui est irréductible, 
et l’on a, par suite, 
ÀA(V:) — À(V:) ere — AC(V,). 


La valeur numérique de F est donc invariable par les sub- 
stitutions de G. 


15. Une remarque très importante est à faire relativement au 
sroupe d’une équation. 
Nous avons d’abord formé l'équation 


W(V)= 0 


n'ayant que des racines simples et donnant les 1.2... n valeurs 
de V, et nous avons considéré ensuite un facteur irréductible L(V) 
de cette équation. On doit nécessairement se demander quelle 
conséquence entraînerait pour le groupe de l’équation la substi- 
tution d’un facteur irréductible à un autre. Soit | 


POV) = %CV). CV)... CV), 


les différents facteurs 4, ©, ..., y étant supposés irréductibles et 
le facteur Ÿ d'ordre y étant celui qui nous a conduit au groupe G. 
Toutes les racines de W(V) étant fonctions rationnelles de l’une 
quelconque d’entre elles, une racine de o(V) est fonction ration- 
nelle d’une racine de Y(V): en désignant par V, une racine de UR 
nous avons pour une des racines de © 


OCV:). 
Or, en posant 
Vi = 0(Vi) (TS SRE 


SUBSTITUTIONS ET ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 443 


Va désignant les diverses racines de +, les quantités V: satisfont à 
une équation d'ordre v, dont les coefficients appartiendront au 
domaine de rationalité, et qui ayant une racine commune avec o, 
à savoir Ü(V,), admettra toutes les racines de ce dernier polynôme. 
Donc le degré de w est au plus égal. à celui de d; mais un raison- 
nement tout semblable montre que le degré de 4 est au plus égal 
à celui de ©. Donc tous les polynémes à, ©, ..., y sont de même 
degré, et l’on passe de l’un à l’autre au moyen d’une transforma- 
tion rationnelle. 


Nous avons vu que, si l’on substitue dans les expressions 
Ri(V), R:(V), CDD Ra(V) 


les différentes racines V,, V:,..., V, de l'équation Ÿ, on obtient 
l’ensemble des permutations correspondant au groupe G, la pre- 
mière permutation étant précisément, si l’on veut, 


(E) MR OVi): an RS 7 VS NE RO VAS 
S1 l’on considère maintenant les racines 


VAN Avr 
du facteur », la suite 


1 GAYS), R; (Vi), NUS) RON) 


où les R’ représentent des fonctions rationnelles, donne encore 
la suite des racines de l’équation f(x) — 0. Or 


Vi=06(V;) GLEN) 
la suite précédente peut donc s’écrire 
(2) ON Re CUT PRES SAUT D) FRERE Ra[0(Vi)]. 


En mettant dans la suite (2), à la place de V,, les autres ra- 
cines V:,.... V,, on obtiendra le groupe G’ qu’aurait donné le 
facteur ©. Soit S la substitution par laquelle on passe de (E) à (Z"), 
elle fera passer +, du rang À au rang 4, et l’on aura 


Ra(Vi) = Rz3[0(V:)], d'où Ra (Vi) = Ry[0(V:)]. 


On en conclut que la même substitution S fait passer d’une ligne 
de G à la ligne de même rang dans G’; donc, si g et g' désignent 
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ces deux substitutions correspondantes, on aura 


PA S £5T1, 


et le groupe G'est, par conséquent, la transformée du groupe G 
par la substitution S. 

Ainsi, si Wa 7: facteurs irréductibles, nous pourrons former 7 
groupes, qui seront les transformés de l’un d’entre eux par 7 — 1: 
substitutions convenables. En considérant comme équivalents 
deux groupes transformés l’un de l’autre, on peut dire qu’à une 
équation ne correspond qu’un groupe. 


16. Le groupe d’une équation se réduira, en général, au 
groupe symétrique, c’est-à-dire à l’ensemble des substitutions 
correspondant aux 1.2...n permutations de n lettres. Ainsi 
considérons l'équation générale d'ordre n 


LUE DI LT I de PAU Vo TT — O; 


j'entends par là une équation pour laquelle le domaine de ratio- 
nalté soit défini par les paramètres (pe tn ee 

J'oute fonction rationnelle des racines (Li, Lo, ..., Æn) restant 
invariable par les substitutions du groupe de cette équation doit 
pouvoir s'exprimer rationnellement en fonction de P1 02e 


et l’on a 
O(T1, Lo, NET D R(pP1, Po, Pr); 


mais On peut considérer ici Pis Pas se, Pn Comme fonction de 
Ti, La... , Æy qu'on prendra comme variables indépendantes, et 
alors le second membre étant symétrique en æ1, Le, ..., Æy, il en 
est de même du premier. 


17. Lorsque le groupe G d’une équation n’est pas le groupe 
symétrique, cette équation est une équation particulière. Elle est 
caractérisée par ce fait qu’il existe nécessairement entre les ra- 
cines au moins une relation rationnelle, cette relation n’ayant pas 
lieu pour toute substitution faite sur ces racines. On a, en effet, 
d’après ce qui précède, en désignant toujours par Ÿ(V) le facteur 
irréductible considéré plus haut, 


V(aiT; —+ A2 Lo +, . + AnTn) = O. 
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La fonction d(a;x, + asxs +...+ ann), dont la valeur numé- 
rique est zéro, reste invariable par les substitutions du groupe G, 
mais elle variera pour toute autre substitution, puisqu’à celle-ci 
correspond une valeur de V, qui n’est pas racine de Y(V). La 
relation précédente est donc une relation rationnelle entre les 
racines, et cette relation cesse d’être vérifiée quand on permute 
les x d’une manière quelconque. 
Inversement, s’il existe une relation 


o(æ1, Ta, .., Tn) ='0 


entre les racines, relation qui ne soit pas vérifiée pour toute per- 


mutation des #, il est aisé de voir que le groupe de l’équation ne 


sera pas le groupe symétrique. Si l’on remplace, en effet, les x 
par leur valeur en fonction de V, l’équation précédente, en tenant 
compte de l’équation W(V), se réduira à une équation 


W(V)=o, 
Ÿ, étant au plus du degré 
Todes |]; 


et elle ne se réduira pas à une identité, car autrement la relation & 
se trouverait vérifiée pour toute substitution faite sur les æ, ce 
que nous ne supposons pas. La résolvante de Galois 


w(V)=o 
admet donc un facteur rationnel de degré inférieur à 1.2...n, 


et le groupe de l’équation n’est pas le groupe symétrique. 


18. Terminons cette Section par quelques remarques relatives 
aux fonctions rationnelles des racines d’une équation. Soit une 
fonction rationnelle des racines 


D(L1, Lo, CC D Drule 


Supposons qu’elle garde la même valeur numérique quand on fait 
sur les x une substitution | 


(S) | de Fe “at 


Ti Lo CCE] Tn / 
ceci veut dire que l’on aura l’égalité numérique 


P(Ti, Lo, 3 Tn) = P(Tas PB) : CA) 
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égalité qui ne subsisterait pas nécessairement si les + étaient des 
variables indépendantes. 

Mais cette définition n’est bien nette que si l’on parle d’une fonc- 
uon + parfaitement déterminée. On pourrait exprimer, d’une 
manière ou d’une autre, par exemple au moyen des relations 
entre les racines quand il en existe, la fonction 9 (11:02 PReR0P) 
sous une autre forme d(x,, æ», ..., x»), et l’on n'aurait pas 
nécessatrement 


VI TENTE RNA TB se; TI). 


On ne peut donc pas, d’une manière générale, parler d’une 
fonction des racines restant invariable pour une substitution, à 
moins de prendre la fonction sous une forme déterminée. Cette 
restriction, qui pourrait être une source de difficultés, sera heu - 
reusement inutile si la substitution (S) appartient au groupe de 
l'équation. Si l’on a, en effet, | 


MAC ATTA TENUE Ln) — Ÿ(E1, Le, 1e) DAME 0, 


on a, dans le premier membre, une fonction des racines dont la 
valeur zéro appartient au domaine et, par suite, d’après le théo- 
rème fondamental, on aura encore 


PÜTas TB, ..., 27) — V(xa, TB; +.) T}) = 0. 


Si donc + est numériquement invariable pour la substitution S, il 
en sera de même de d. On pourra donc faire abstraction des 
expressions multiples que peut recevoir une fonction ration- 
nelle des racines si les substitutions que l’on veut effectuer 
appartiennent au groupe de l'équation. Cette remarque, que 
l’on omet généralement, sera d’une grande importance dans tout 
le développement de la théorie. 
Voici maintenant un théorème important rappelant celui de 
Lagrange, par la forme de l’énoncé. Je considère une fonction 


Ja To, PRE 0 


rationnelle des racines gardant la même valeur numérique pour 
les substitutions d’un groupe G’ faisant pare du groupe G de 
l'équation, et pour celles-là seulement; toute autre fonction F 
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numériquement invartable pour les substitutions de G' s'ex- 
primera rationnellement à l’aide de la première. 
Introduisons toujours l'équation 


Y(V) = 0 


et les expressions de x,, æ:, ..., æ, à l’aide de V. Le groupe 
de substitutions G’ sur les x correspond à un échange entre cer- 
taines racines 

VS ANR ERNEVe (æ <v) 


de l’équation précédente. 
Quant aux fonctions f(xi,æo, ...,æn) et F(xi, do, .... SAS 
nous pouvons les mettre sous la forme 


RARE ANA 
Or, en désignant par @ la valeur de f DOUDPN AV OT ANT: 
l'équation 


J(V)= a 


est vérifiée pour V;, V:, ..., V,, et ce sont Les seules racines 
qu’elle ait en commun avec l’équation 


Y(V) = o. 


Or l’équation donnant les racines communes à ces deux équa- 
tions s'obtient en cherchant un plus grand commun diviseur, 
opération qui n’introduit aucune irrationalité. Par suite, V;, 
V,,..., V, sont racines d’une équation de la forme 


A(V,a)= 0, 
où les coefficients sont fonctions rationnelles de a. Or, on à 


aussi 
RONDE OVER VE) 


donc nous pouvons écrire 


Fe : [FCVi) + F(Ve) +... + F(Va)l, 


et par suite F, symétrique en V,, V:, ..., V,, s'exprime ration- 
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nellement à l’aide de a, c’est-à-dire de f ; c’est ce que nous vou- 
lions démontrer (1). 


IV. — Groupes simples et groupes composés; groupes 
transitifs. 


19. Avant de montrer l'importance de la notion de groupe 
d'une équation algébrique, approfondissons davantage les géné- 
ralités déjà étudiées dans la première Section de ce Chapitre sur 
les groupes de substitutions. 

On dit qu'un groupe G relatif à p lettres contient un autre 
groupe l's’il renferme toutes les substitutions de cet autre groupe. 
Le second groupe T est appelé sous-groupe du premier. 

Faisons voir d’abord qu’un sous-groupe d’un groupe donné 
a pour ordre un diviseur de l’ordre du groupe. 

Désignons respectivement par m el a les ordres des groupes G 
et l, et soient 


(9) S 15 So S3; .., Sy ; (Sie) 


les substitutions de T'; ces substitutions appartiennent à G et l’on 
a par hypothèse m > u. Il y aura donc une substitution T de G, 
qui n'appartient pas à la suite précédente ; les substitutions 


(10) ARÈTE TS», ….., TSy 


appartiendront donc à G; elles sont distinctes et, de plus, aucune 
n'appartient à la suite (9), car si l’on avait 


TS; = Sz, 


(*) Nous nous sommes placé dans cètte section, comme d’ailleurs dans tout ce 
Chapitre, au point de vue arithmétique, qui est celui de Galois. En se plaçant au 
point de vue de la théorie des fonctions, et prenant en particulier une équation 
algébrique en y, 

FYI2) =; 


dont les coefficients sont fonctions rationnelles d’un paramètre æ, on peut consi- 
dérer le groupe des substitutions relatives aux permutations des racines quand x 
part d’un point pour y revenir après avoir décrit un chemin quelconque. On ob- 
tient alors des théorèmes analogues à ceux de Galois; on pourra consulter à ce 
sujet une Note de M. Hermite Sur Les fonctions algébriques (Comptes rendus, 
t. XXXIL, 1851). Dans son Zraité, M. Jordan appelle le groupe dont je viens de 
parler le groupe de monodromie. 
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on en conclurait 

T=S:sS;1, 
c'est-à-dire que T appartiendrait à la suite (9) qui, par hypothèse, 
forme un groupe. De là résulte querl'onamnm—2wou m 21. 
Dans le second cas, il y aura une substitution T’ de G n'appar- 
tenant pas aux suites (0) et (10), et nous aurons une nouvelle 


suite 
(11) SIT SN TR 


de substitutions de G et, par suite, rm sera égal ou supérieur à 311. 
En continuant ainsi, on arrive à partager les » substitutions de G 
en un certain nombre » de x substitutions données par les suites 
(9), (10), (11), ...; nous avons donc bien 


TON, 


comme nous l'avons énoncé. 
Un corollaire immédiat est relatif aux substitutions communes 


à deux groupes. Ces substitutions forment évidemment un groupe, 
et l’ordre de celui-ci, d’après le théorème précédent, est un 
diviseur commun aux ordres des groupes considérés. 


20. Le tableau des substitutions de G mis sous la forme 


T, Si, TS, .., TiSy; (O1) 


Fire Si; dise So LHC UE) T1 Su 


qui se présente déjà dans les Æxercices d'Analyse de Cauchy, 
est extrêmement important dans la théorie des substitutions. 

S1 une fonction de p lettres reste invariable pour les substitu- 
uons de let pour celles-là seulement, cherchons le nombre des 
valeurs que prendra cette fonction pour l’ensemble des substitu- 
üons de G. Soit donc la fonction 


Pi (Dis Das -.., Dh); 


qui reste invariable pour les substitutions S,, S:, ..., Sy; toutes 


les substitutions 
4 S; 
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transformeront ©, en la même fonction que la substitution T,, 
puisque la première substitution à effectuer S; transforme o. en 
lui-même. Appelons vw ce que devient ©, par la substitution T,. 
De même la substitution T, nous donnera une fonction &,, ainsi 
que tous les termes de la troisième ligne. Nous obtenons ainsi » 


fonctions 
Piste Par eee 07 


correspondant respectivement aux » lignes du tableau ci-dessus. 
D'ailleurs, toutes ces fonctions sont distinctes. Supposons, en 
effet, que T, et Ts donnent la même fonction et que $ soit plus 
grand que «, la substitution 


transformerait +, en lui-même, et l’on aurait par suite 


Te! T8 dl: 
c’est-à-dire 
Ts Le Te DES 


ce qui est contraire aux hypothèses faites, car on a appelé Tg 
une substitution de G, qui ne se trouvait pas dans les lignes pré- 
cédentes. 


21. Nous venons de dire que si l’on effectue sur w, toutes les 


substitutions 
TSH TI SEEN 


on obtenait la fonction ».. Il est facile d’en déduire quelles sont 
les substitutions transformant v, en lui-même. Si X désigne une 
telle substitution, la substitution 


Ti 12T; 
transformera ©, en lui-même : on aura donc 
Le ZT: = Sa 
et, par suite, 


2 = TiS,T:1. 


Cette substitution est donc une transformée par T, d’une sub- 
sttution de la première ligne. Nous avons déjà introduit ($ 6) 
cette expression de transformée d’une substitution par une autre, 
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et défini ce qu’on entend par transformé d'un groupe par une 
substitution. De ce que nous venons de dire, il résulte que le 
groupe correspondant à la fonction 


PA 


est le groupe transformé de T par la substitution T_, (on doit 
prendre di 1)... 


22. Un cas particulier intéressant est celui où ces sous-groupes 
correspondant respectivement aux différentes fonctions Dj Pa, s. 
auraient eux-mêmes un sous-groupe commun ; soit H le sous-groupe 
formé par toutes les substitutions laissant w,,,, ..., ©, invariables. 
S1 À désigne une substitution de H, et que s représente une substi- 
tution quelconque de G, la substitution 


sh s—1 


transforme +, en lui-même quel que soit &. Car tout d’abord la 
substitution s7! transformera ©,, en une autre fonction og, la sub- 
süitulion } conserve #8, et enfin s nous ramène à v,. Il en résulte 


que le groupe 


(12) A 8 Ke 


transformé de H par la substitution s est le groupe H lui-même. 
D’une manière générale on dit qu’un groupe H, sous-groupe d’un 
groupe G, est un sous-groupe invariant de ce groupe, quand la 
transformée de H par une substitution quelconque de G est iden- 
tique à H. 

Un groupe G qui contient un sous-groupe ineariant (non 
formé de la seule substitution un) est dit composé; dans le cas 
contraire le groupe est dit simpre. 


23. Revenons au cas général. La suite 


FAT de TROIE E TE, 07: 


forme l’ensemble des valeurs que prend une fonction ” pour l’en- 
semble des substitutions de G. À chaque substitution du groupe 
G correspond une substitution des lettres ®, et l’ensemble de ces 
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substitutions des © forme évidemment un groupe 9. Deux groupes 
correspondants tels que G et g sont, d’une manière générale, dé- 
signés par M. Camille Jordan sous le nom de groupes iso- 
morphes; à chaque substitution de G correspond une seule 
substitution de g, mais à une substitution de g peuvent corres- 
pondre plusieurs substitutions de G. A chaque substitution de g 
correspond le même nombre de substitutions de G, à savoir le 
nombre de ces dernières substitutions qui correspondent à la 
substitution untté des ©; si, en effet, X et Y/ sont deux substitu- 
ons de G correspondant à une même substitution de g, la 


substitution 
re 


de G correspondra à la substitution unité des vel on aura = ZX 
en désignant par ç une substitution de G correspondant à la sub- 
stitution unité des ©. 

Or le nombre des substitutions o est précisément égal à celui 
des subsütutions qui appartiennent à tous les sous-groupes cor- 
respondant respectivement aux fonctions o; nous venons de les 
considérer à la fin du paragraphe précédent, et nous avons dé- 
signé par H le groupe que forme leur ensemble. L'ordre de H 
sera le nombre des substitutions de G qui correspondent à une 
même substitution de g. 

On peut désigner par le symbole 


GIE 


le groupe des © que nous venons de définir. 
Examinons le cas où l est un sous-groupe invariant de G, le 
groupe H coïncidera avec T. En revenant aa Tableau 


T'h1 S1, Th So es ] PS Su 


on voil qu’à chaque substitution des © correspondent dans G les 
 substitutions d’une même ligne ; en effet, les deux substi- 


tutions 
TiSx net T:S8 


EU 
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donnent la même permutation des w, à savoir celle qui correspond 
à la permutation T;. Le groupe g des o est d'ordre 7. 

S1 le groupe des © admet un sous-groupe 2’, l’isomorphisme 
fera correspondre aux substitutions de ce dernier dans G un 
sous-groupe G formé seulement d’üne partie des substitutions 
de G. Ce groupe sera formé d’un certain nombre de lignes du 
Tableau, et il contiendra la première qui correspond à la substi- 
tution unité. | 

On en conclut que G’ contient le groupe l’, qui en est un sous- 
groupe. 

Üne application importante du résultat précédent concerne le 
cas où le groupe T est un sous-groupe invariant maximum de G. 
Nous entendons par sous-groupe invariant maximum d’un 
groupe G un sous-groupe invariant T tel qu'il n'existe au- 
Cun groupe, sous-groupe invartant de G, contenant T comme 
sous-groupe. Dans ce cas, le groupe g des + doit être simple, 
car autrement 1l contiendrait un sous-groupe invariant £g' au- 
quel correspondrait un sous-groupe invariant G’, qui admettrait 
lui-même le sous-groupe F, et celui-ci ne serait pas par suite un 
sous-groupe Invariant maximum. La réciproque est évidente : si 
& est un groupe simple, T est un sous-groupe invariant 
MAXINUM. 

Si nous revenons au cas général, dans lequel T n’est pas un 
sous-oroupe invariant, On montrera de la même manière que, si 
le groupe H est un sous-groupe invariant maximum, le groupe £ 
est simple. 


24. Après la notion de groupes simples et de groupes com- 
posés, introduisons encore une autre notion jouant dans la théorie 
un rôle capital. On dit d’un groupe qu’il est transitif quand il 
existe au moins dans ce groupe une substitution remplaçant un 
élément quelconque +, par un autre élément æ8 arbitrairement 
choisi. Un groupe qui n’est pas transitif est dit irtransitif. 

Reprenons, par exemple, la fonction déjà considérée ($ 7) 


T1T9 + T3. 


Il existe un groupe de huit substitutions la transformant en 
elle-même, et parmi ces substitutions l’on peut en trouver qui 
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remplacent æ, par une quelconque des autres lettres », Lx, 
Le groupe correspondant à cette fonction est donc transitif. 
Prenons maintenant la fonction 


T1 T2 — La3D,. 


Parmi les substitutions transformant cette fonction en elle- 
même, 1] n’y en aura pas remplaçant x, par x; ou +;; le groupe 


Fee 


de cette fonction est intransitif (1). 


V. — Composition des groupes; Théorème de M. Jordan. 


25. La composition des groupes forme un Chapitre important 
de la théorie des substitutions. Soit un groupe composé G; for- 
mons une suite de groupes 


G, Gi, Ge, .…., Gp; I 


dont chacun est un sous-groupe invariant maximum du précé- 
dent, et dont le dernier est formé par la substitulion unité. 
Soient 

M; CT NT UNIL EE 


les ordres respectifs de ces groupes. Les nombres 


m mi Mp 


ÉR= % —— . LD | 

mi Ma I 
sont des entiers, puisque chaque groupe est un sous-groupe du 
précédent. On les appelle les facteurs de composition du 
groupe G. 


Il peut arriver que les opérations précédentes puissent se faire 


(*) Outre la notion de groupe simple ou composé et de groupe transitif ou in- 
transitif, une autre notion est encore d’une certaine importance dans la théorie 
des groupes; c’est celle de la primitivite. Quoique nous n’ayons pas à en faire 
usage dans la suite, indiquons cependant une définition. Un groupe transitif est 
dit non primitif, lorsque les lettres peuvent y être réparties en systèmes conte- 
nant le même nombre de lettres et telles que, dans toutes les substitutions du 
groupe, les lettres de chaque système soient remplacées par les lettres d’un même 
Système. Les groupes dans lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d’être ré- 
parties en de tels systèmes sont dits Primitifs. 
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de différentes manières. À chaque série de groupes correspondra 
alors une suite de facteurs de composition. M. Jordan a démon- 
tré (!) que Les facteurs de composition sont les mêmes, à l’ordre 
près, et, par suite, sont en méme nombre. 

Ainsi, si l’on a les deux suites de groupes 


G, G:, G», Sort e Go: [, 
'ÉNNeR RATE 


paul 


? 


on aura p —p', el les quotients des m relatifs au second groupe 
seront les mêmes, à l’ordre près, que pour le premier. 


26. Pour démontrer cet important théorème, commençons par 
un lemme préliminaire (2). Soient G et G/ deux groupes permu- 
tables, c’est-à-dire tels que l’on ait 


GG GC. 


en entendant par là que la transformée du groupe G par une sub- 
stitution quelconque de G’redonne le groupe G, et inversement. 
Désignons par rm» et m' les ordres de ces deux groupes. Les sub- 
sututions communes à G et G/ forment un groupe T d'ordre u, el 


;) 
l’on a 
HN D HSE TN 


En employant des notations analogues à celles des & 19 et 20, 
nous pouvons mettre les substututions de G et G/ sous la forme 
des deux Tableaux : 


LS. NTiS, DSP TESS SRE SX 
Le ni: T; A ALT T; Sy et 1% Sie JS So, RE LA Su 
TS, T,S2, ) ThSy D T'arS2; ? Tr Su 


nous introduisons seulement, pour la symétrie, la substitution 
L,—=T;,—:1;ona aussi S,— 1, comme plus haut. 
Montrons que les substitutions 


T}T3S 


(:) GC. JorDAN, Traité des substitutions, page 48. 
(2) Nous suivons la même marche que M. DELEO dans son 7Zraiteé des substi- 
lutions (pages 87 et suivantes). 
RES à À 31 
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: mm 
forment un groupe d'ordre —— contenant les deux groupes 
H 


G et G! comme sous-groupes invariants, et que le groupe 
T'(S1, S2, +. Ou) ESÉ UN SOUS-groupe invariant de G et de G’. 


Démontrons d’abord la dernière partie de l’énoncé; on a 
TS, Sa(TgSy)1 —= TeSySaSy Ts' — TS TS" = Sr 


La dernière de ces égalités provient de ce que les deux groupes G 
et G/ sont permutables, car, 54: appartenant à G', sa transformée 
par la substitution Tg de G appartient à G'; d'autre part, celle 
transformée de Sy par Ts, formée de substitutions de G, appar- 
tient à G : elle appartient donc à Get à G', c’est donc une sub- 
slitution Sy. 

Pour la première partie du lemme, faisons le produit de deux 
substitutions de la forme indiquée; en désignant par la lettre 2 


avec un indice une substitution de G, on aura à faire le produit 


des deux substitutions 
(E) T, Set Ty 2. 
Or, le produit T, ET;,.2; peut s’écrire 
T,Ty EE 
si l’on observe que lon a 
2T;, — Ty = 


é 
comme conséquence de la relation rs TT, — 2, qui exprime 
que les groupes G et G' sont permutables. Or, d’autre part, 


[A ! 
T, T; = TyrSa. 
Nous avons donc le produit des substlitutions (se) sous la forme 
Tr D Y DT Z;r = T; Zi; 


il est, par suite, de même forme que chacune des substitutions (e). 
On verrait, par des transformations analogues, que l'inverse d’une 
substitution de la forme (e) et le quotient de deux telles substitu- 
tions est encore de la même forme. Ces substitutions forment 
donc un groupe ; nous l’appellerons le groupe A. . 

Pour évaluer l’ordre du groupe ainsi obtenu, et montrer qu'il 
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est égal au nombre des T' multiplié par le nombre des E, c’est- 


mm 
{ 


à-dire n'n pu ou Ar il suffit de faire voir que toutes les substi- 
0 


tutions T{T4S, sont distinctes, «, B, y ayant les valeurs 


CE LP PAU VX 
PE r, 2e Un : 
NÉ LIBRE 


Si l’on avait, en effet, 
24 Ty T8 Sa — Ty Te S, 
on en déduirait 


? 


TT = Te Sa Sat TB ; 


le premier membre représente une substitution du groupe Gr’, le 
second une substitution du groupe G; ils ne peuvent être égaux 
que si leur valeur commune représente une substitution de T,, 
c’est-à-dire une substitution S. On aurait donc 


nbyeiss 
ou 
Ty = TyS5, 


ce qui ne peut avoir lieu, d’après la loi même de formation des 
deux Tableaux, que si y —} et S3 — 1. On en déduit 


Ts — Te S So 


et, par suite, 8 — $/, 4 — «! pour la même raison. L'ordre du 
! 
Mn 


groupe À est donc — 
Le groupe À admet évidemment comme sous-groupe les groupes 
Get G'; il faut faire voir que chacun d’eux, G, par exemple, est 
un sous-groupe invariant. Soit ?, une substitution quelconque 
de G, et T,Eg une substitution quelconque de A. La transformée 
de la première par la seconde est 
TyZBEag Ty = Ty25T; !. 


Or, G et G’ étant permutables, la transformée de ÿ; par T} donne 
encore une substitution de G, et le théorème est établi. 


27. Arrivons maintenant à la démonstration du théorème de 
M. Jordan. En partant du groupe G, nous avons, on le suppose, 
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les deux suites définies plus haut 


(1) GA GT MOINE 
(IL) G, Gi, G, 


Les deux groupes G, et Gr, sont permutables, et nous allons 
leur appliquer le théorème que nous venons d'établir pour les 
groupes appelés G et G’ au paragraphe précédent. Que devient 
ici le groupe A? Il doit se confondre avec G. Tout d’abord, en 
effet, À n’admet que des substitutions appartenant à G; c’est donc 
un sous-groupe de G. Ensuite c’est un sous-groupe invariant, 
comme le sont G, et G,, ce que vérifie un calcul tout analogue à 
ceux que nous avons faits plus haut. Si donc À ne se confondait 
pas avec G, ce serait un sous-groupe invariant de G admettant G, 
et G, comme sous-groupes, ce qui est impossible, puisque G:, et Gr, 
sont des sous-groupes maximum. 

Il résulte de là que, si l’on désigne par 


MINS TTL DR 


M UIRESRIESS 


les ordres des groupes des deux suites, on aura 


mi mn 
IV + 9 


u désignant l’ordre du groupe T formé par les substitutions com- 
munes de G, et de G. 

D'autre part, le groupe l d’ordre & est un sous-groupe invariant 
de G, et G;, d’après le théorème du paragraphe précédent; nous 
allons montrer qu’il est maximum. Supposons, en effet, qu'il 
existe un sous-groupe H invariant de G, contenant T. 

Nous allons montrer que le groupe H est permutable à G,. Dé- 
signons respectivement par s, s' et , avec des indices, les 
substituuions de G,, de G, et de H. On voit de suite, en groupant 
convenablement les termes, que la substitution 


s; h% sg fe 


appartient à la fois à G; et à G et, par suite, à l. Soit S; cette 
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substitution. On en conclut 


4 1—1 L 
Sg a Sg = Sa = h,; 
ce qui montre que H et G, sont permutables. 

Appliquant alors le même théorème à ces deux groupes, on 
pourrait former un groupe permutable à G et contenant G, comme 
sous-groupe, ce qui est impossible, puisque G' est maximum. Le 
groupe H n'existe donc pas, et F est un sous-groupe invariant 
maximum de G, et Gr. 

Considérons maintenant une suite de composition du groupe F 


ILE r, .. I, 
les deux suites 
(IT) CPE TR DE SUIS D 
(IV) CNET EST PA Pr 


formeront deux suites de composition du groupe G. Pour ces 
deux suites les facteurs de composition sont les mêmes; la chose 
est évidente à parür de T, puisque les termes sont identiques ; et, 
pour les deux premiers intervalles, cela résulte de la relation éta- 


blie ci-dessus 
m mn m mi 
EST End ou —= : 
PAT m mi 


donc l’ordre seulement des deux premiers facteurs est interverti. 

Puisque les séries (LIT) et (IV) ont les mêmes facteurs de com- 
position, le théorème que nous avons en vue sera établi, si nous 
prouvons que (1) et (IT), d’une part, (IL) et (IV), d’autre part, 
ont les mêmes facteurs. Mais, pour ces deux derniers couples, la 
démonstration est d’un degré moindre de difficulté, car tandis 
que les suites (1) et (IT) n'avaient qu’un groupe commun (le pre- 
mier), les suites (1) et (IT) ont deux groupes communs G et G, : 
en raisonnant de la même manière, on ramènera la démonstration 
à celle du théorème pour le cas de deux suites ayant les #rois 
premiers groupes communs, el ainsi de suite, de proche en proche; 
ce qui établit le théorème. 


28. Dans un intéressant Mémoire (1), M. Hôlder a étendu le 


(*) O. Hôzner, Zuruckführung einer beliebigen algebraischen Gleichung 
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théorème de M. Jordan, en établissant que, non seulement les 
facteurs numériques de composition forment une suite inva- 
riable, mais que les groupes considérés plus haut (8 23), dési- 
onés par | 
O 

G| Gi, G1 | Go, CCR 
et que l’on peut appeler les groupes facteurs de G, forment une 
suite qui est seulement permutée lorsqu'on passe d’une suite 
de composition de G à une autre. Nous renverrons pour la dé- 
monstration au travail de M. Hülder. | 


29. Comme exemple, considérons le groupe symétrique et 
cherchons à le décomposer en formant la suite définie ci-dessus. 
Nous ferons d’abord une remarque générale sur la transformée 
d’une substitution par une autre substitution; soit S une substi- 


tution et 
TSI 


sa transformée par T. Montrons que ces deux substitutions sont 
composées d’un même nombre de cycles portant respectivement 
sur un même nombre de lettres, ce qu’on exprime souvent en 
disant qu’elles sont semblables. En effet, soit 


S'= (T1 D Dar. ATEN 


en mettant les cycles en évidence, et soit la substitution 


M) 


Li L9o L3 ..…. Tor. Tn 


En effectuant successivement les trois substitutions T=1, S, T, 
l'élément x, est remplacé par æ,, puis par æ2, et enfin par x8; 
donc la subsütution TST-! transforme x, en +8, puis æp en æy, 
et ainsi de suite, de telle sorte que 


TST-1 = (raxpzy...)(æ1...) HS 


ce qui établit bien l’assertion posée plus haut. Il en résulte immé- 
diatement que les deux substitutions S et TST=! peuvent être 


auf eine Kette von Gleichungen (Math. Annalen, t. XXXIV, 1889). Ce Mémoire 
contient une remarquable et très rigoureuse exposition des principaux problèmes 
concernant le groupe d’une équation. 
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obtenues en faisant un même nombre de transpositions, puisque 
des substitutions circulaires d’un même nombre de lettres corres- 
pondent à un même nombre de transpositions. 

Ceci posé, nous pouvons montrer que le groupe alterné est un 
sous-groupe invariant du groupe symétrique, car la transformée 
d’une substitution du groupe alterné par une substitution quel- 
conque renferme, d’après ce qui précède, un nombre pair de 
transpositions et appartient, par conséquent, au groupe alterné. 
On remarquera, en outre, que le groupe allerné est un sous- 
groupe invariant maximum du groupe symétrique, puisque l’ordre 


d’un sous-groupe du groupe symétrique étant un diviseur de 


* Re AS 0 
1.2...7, ne peut ètre supérieur à TESTS 


Nous allons maintenant établir que, st n est supérieur à quatre, 
il n'y a pas d’autre groupe invartant dans le groupe symé- 
trique que le groupe alterné. Nous emprunterons la démonstra- 
tion de ce théorème au 7'raite de M. Jordan (p. 65). 

Soit T un sous-groupe invariant du groupe symétrique. Sup- 
posons en premier lieu que, parmi les cycles d’une de ses 
substitutions S, il en existe un contenant plus de deux lettres; 
comme, par une substitution convenable du groupe symétrique, 
cette substitution S se transforme en une substitution quelconque 
pourvu que cette dernière ait ses cycles en même nombre et avec 
le même nombre de lettres que S, nous aurons certainement dans l 
les deux substütutions 


Si = (TaTB Ty... 25) (Met...) 


S2 = (TBRTaTy -.. LS)(Teto...)..., 


les cycles non écrits étant les mêmes dans les deux substitutions. 
Prenant maintenant la substitution 


S71S,, 


elle fera aussi partie de T'; mais elle se réduit visiblement au cycle 
portant sur trois lettres arbitraires 


(TaTBTà), 


toutes les lettres autres que æ4, æg8, æ3 n'étant pas modifiées. 
Supposons en second lieu que tous les cycles de S contiennent 
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au plus deux lettres, nous aurons dans F les deux substitutions 


Si = (aurg)(æyæ8) .…, 


Ss = (TaTy)(TBTà) Re 


les cycles non écrits étant toujours les mêmes, et, par suite, leur 
produit S:S, est égal à 


2 — (Tari)(æ8æ,), 


toutes les lettres autres que 4, xs, æg, æy n'étant pas modifiées. 
Soit maintenant nr > 4 ; le groupe l contiendra de même 


Li = (Tari)(x8x;,), 


€ étant une lettre arbitraire différente de x, $, y, à. On a enfin 


22 (Tire mo), 


el nous avons encore dans F une substitution circulaire d'ordre 
trois portant sur trois lettres arbitraires. 

Or, il est aisé de voir qu’un groupe, contenant tous les cycles 
de trois lettres arbitraires, se réduit au groupe symétrique ou au 
groupe alterné. En effet, le produit T’T des deux substitutions 


T = (TiTIT3), 


Ti (r:22 209) 
est égal au produit 
(tit) (223) 


de deux transpositions, et inversement le produit de deux trans- 
positions est égal à un produit de substitution circulaire de trois 
lettres. Il en résulte que le groupe F contient nécessairement le 
groupe alterné; si donc il ne coïncide pas avec le groupe alterné, 
il sera nécessairement le groupe symétrique. | 

Nous allons maintenant montrer que le groupe alterné de 
n éléments est simple (n => 4) et que, par conséquent, la suite 
de composition du groupe symétrique G est 


G, Gi, I, 


G, désignant le groupe alterné. J'indiquerai de ce théorème la 
démonstration suivante, qui m'a été communiquée par M. Simart. 
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Supposons que le groupe alterné possède un sous-groupe inva- 
riant l. On peut mettre le Tableau des substitutions du groupe 
symétrique G sous la forme 


PAS RUN 2, OR Sa ANSE 


RARUTS NS. MIND art ES 


La première ligne représente le groupe alterné G, et T désigne 
une substitution arbitraire de G n’appartenant pas à G, par 
exemple la transposition ORNE 

RS, . .., Sy l’ensemble des substitutions formant 
dans G, le groupe invariant T. Le groupe transformé de F par T, 
soit l’, appartient à G, et est un groupe invariant de G,. En ef- 
fet, en désignant par YŸ une substitution quelconque de G,, on re- 
marque d’abord que XT — TX, puisque XT est une substitution 
de G n’appartenant pas à G,, et l’on en déduit 


ZTSpT 15 1— (ET)Sp(ET)-1 = TS'Sg2'1T 1 TS, T4, 


Sa 98 désignant des substitutions du groupe T. 
Supposons que ces deux groupes LC et [’ aient des substitutions 
P T SEOUP 
communes : elles forment un nouveau groupe l'invariant de G,, 
dont la transformée par T est identique à l”, car la transformée 
de [’ est T, comme on le voit immédiatement. On en conclut 
que [” est un invariant du groupe symétrique. Mais il résulte du 
théorème précédent que, pour n >> 4, le groupe G symétrique n’a 
Ê que: b P 7 q 
pas d’autre invariant que le groupe alterné G,. Donc les groupes 
let l’ n’ont, en dehors de la substitution wn. aucune substitu- 
1 ? 
ton commune. D'ailleurs, Let l’ sont deux groupes invariants 
de G,, permutables. Appliquant le lemme du 826, on pourra 
former avec ces deux groupes un groupe À d'ordre 2. invariant 
O ar 
de G,, dont le terme général sera 
À RM MO DT 
TSg ANSE a. ( : } 
DrRETEUEPRUE 
et ce groupe À sera aussi un invariant du groupe symétrique G : 
on a, en effet, 


(BT)TSaT- SET) = DSG TS, TS 8851 TS, T-1Sg 5-1. 
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Par suite, le groupe A doit, dans le cas général, coïncider avec 
le groupe alterné G;, ce qui entrainerait l'égalité u? = ET, 
qui est impossible, comme on le voit facilement en s’appuyant sur 
ce théorème : Qu’entre a et 2a— 2 il y au moins un nombre 
premier. 

La proposition est donc établie. 

La conclusion précédente ne s’applique pas à » —4; le groupe 
symétrique G contient alors d’autres groupes invariants que le 


oroupe alterné G,; il nous suffira d'en indiquer un. Nous avons 
considéré ($ 7) le groupe l, d'ordre huit, laissant invariable la 
fonction 


à 


Di = Tia + T3); 


4 


et ce groupe T nous a conduit aux trois fonctions ®,, >, ©; en 
posant 
O2 = T1l3 + ToTr. 
pe 


3 — TT, + TaT3. 


D’après ce que nous avons vu ($ 22), le groupe H, laissant 
invariables ,, 2, #3, sera un groupe invariant dans G. Or, ce 
groupe H contient d’autres substitutions que la substitution wn; 
il est formé des quatre substitutions 


DES So = (T1T2)(Tad ); Ss=(T1%3)(TriTe), Sy, = (Titr)(T2T3), 


qui laissent toutes quatre invariables les fonctions ©. Le groupe 
H est aussi un sous-groupe invariant du groupe alterné G;, et si, 
enfin, nous considérons le groupe H! formé par les deux substi- 


Lutions 
A WT Le De = (Tite) (TR 


ce groupe est un sous-groupe de H, et il en est manifestement un 
sous-groupe invariant; car la transformée de X, par une substi- 
tution de H, par exemple S;, est égal à X,. 

Il résulte de là que, si nous considérons la suite des groupes 


Gi ACL CH Pr 


chaque groupe est un sous-groupe invariant du précédent, et les 
ordres de ces groupes sont respectivement 


DA TA STE 


* 
10 : 
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Cette suite Joue un rôle important dans la résolution de l'équa- 
tion du quatrième degré, comme nous le verrons au $S 40. 


VI. — Réduction du groupe d’une équation algébrique. 


30. Les propriétés du groupe d’une équation sont extrêmement 
importantes pour l’étude de cette équation. Nous partons toujours 
d’un domaine donné de rationalité; nous considérons une équa- 
tion dont les coefficients appartiennent à ce domaine et nous 

. Commençons par quelques théorèmes et remarques préliminaires. 
Démontrons d’abord que toute équation irréductible a son 
groupe transitif et réciproquement. 

Je suppose, en effet, que le groupe G de l'équation 


f(æ)=0 


de degré 7 ne soit pas transitif ; il existera alors au moins un 
groupe de racines x;, Z», ..., &, en nombre inférieur à n, tel 
que toutes les substitutions de G les laissent invariables ou les 
permutent entre elles, mais non avec les autres. Les substitutions 
de G n’altèrent donc pas les fonctions symélriques der) ere; 
donc ces fonctions sont rationnelles et f(x) admet le diviseur 


de degrés <n 


(æ— 21) ...(æ— x), 


dont les coefficients appartiennent au domaine de rationalité, et 
l'équation est réductible. 

Réciproquement supposons G transitif : je dis que l’équation 
est irréductible. En effet, si elle ne l'était pas, nous aurions pour 
f(x) un diviseur rationnel 


D(T)=(T—d)...(T— 4) (un): 


Or soit zu4, une racine de f(x) autre que ,,...,æ4, G contient 
une substitution S qui remplace x, par æe41. Gette substitution 
transformera donc +(x) en un autre produit différent de celui-là, 
puisqu'il contient le facteur x — Tus1. Donnons à x une valeur 
arbitraire du domaine de rationalité : dans ces conditions, o(x) 
devrait être rationnellement exprimable, mais cela sera Impos- 
sible parce qu’alors il devrait rester invariable par les substitutions 
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de G, ce qui n’a pas lieu, puisque, après la substitution S, p(x)se 
transforme en un autre produit, et les deux produits ne peuvent 
être égaux pour toute valeur de x du domaine de rationalité, car 
cela entraînerait leur égalité manifestement impossible pour toute 
valeur de x. 


31. Nous avons rencontré plus haut des équations irréductibles 
dont les racines sont fonctions rationnelles d’une d’entre elles. 
Considérons d’une manière générale une équation de cette nature 

) * + L4 uw + f 
et montrons que l’ordre de son groupe est égal à son degré. 


Soient, en effet, æ&i,Z, ..., æ, les racines de l’équation irré- 


ductible 
fr) =:0 


et la fonction V considérée dans la théorie de Galois 
V= Gi Li dt EE OT 


Puisque %», ..., æ, sont des fonctions rationnelles de Las ON 
pourra exprimer V en fonction rationnelle de x, ; soit 


V=R(x). 


L'ordre du groupe de l’équation f est le degré de l'équation 1r- 
réductuible dont V est racine; il ne peut donc être supérieur à 7, 
car R(x,) ne peut avoir plus de n valeurs. Mais, puisque ce groupe 
est transitif, 11 faut qu’il contienne au moins n substitutions pour 
que x, puisse être remplacé par lui-même et chacune des autres 
létires x, ..., æ,. L'ordre du groupe est donc égal à n. 

La réciproque de ce théorème est exacte, c’est-à-dire que sc le 
groupe d’une équation est transitif et si son ordre est égal 
à son degré, toutes les racines de l'équation sont fonctions 
rationnelles d’une quelconque d’entre elles. En effet, d’abord 
l'équation est irréductible, puisque son groupe est transitif. En- 
suite, considérons une des racines x, et adjoignons-la au domaine 
primitif de rationalité. Le groupe de l'équation se réduira, après 
celte adjonction, aux substitutions laissant +, invariable ; mais, 
puisque le nombre des substitutions est égal à », il n’y a d'autre 
substitution que la substitution unité laissant x, invariable, car 
s'il y en avait », l’ordre du groupe serait égal au moins à on. Donc 


* 
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le groupe se réduit à la substitution unité. L’équation irréductible 
9(V)= 0 de Galois est done du premier degré et, par suite, 
l'équation est résolue. Donc x, ..., x, sont fonctions ration- 
nelles de x. 

Le cas où le nombre n est premier est particulièrement 
simple. Prenons une des substitutions du groupe qui ne soit pas 
la substitution unilé; ses diverses puissances forment un sous- 
-groupe du groupe considéré, dont l’ordre doit être un diviseur 
de ». Ce sous-groupe est par suite d’ordre n; il forme donc le 
groupe total qui est alors formé des puissances d’une même sub- 
stitution. Celle-ci doit se réduire à une substitution circulaire, 
car, si elle se composait de plusieurs cycles, l’ensemble de ces 
puissances formerait un groupe dont l’ordre serait le plus petit 
multiple commun des nombres de lettres des différents cycles et, 
par suite, ? ne serait pas premier. Il est aisé de montrer que 
l'équation peut étre résolue par radicaux. Soit, en effet, « une 
racine nie de l'unité; on voit immédiatement qu’en adjoignant 
4 au domaine de rationalité l'expression 


(Ti+ati+.. +at-lr,)nt 


est rationnellement exprimable, car elle reste invariable quand 
on effectue sur x, Z», ..., &x Une permutation circulaire. Il en 
résulte que les » expressions 


Li + AT > he . DE Che 


où l’on donne à « les # valeurs racines de l'équation z#= 1, peu- 
vent s'exprimer par des racines n°"% de quantités connues, et 
l'équation est par suite soluble par radicaux. En dehors des ra- 
cines ni de l’unité, il suffit d'introduire dans cette résolution 
un seul radical; je dis, en effet, que si $ et à désignent deux ra- 
cines n° de l’unité distinctes de l’unité, on pourra exprimer 


NE Ti + Pre Er, 
ratonnellement au moyen de 
Va = Li+aTa +. + A ln. 


On sait, en effet, que 5 peut se mettre sous la forme #7, q étant 
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un entier; considérons alors le produit 
(Ti + 4722 +...+ arr, ) x (%1 La Ta 408 CIE PS Le de 


Il ne change pas quand on fait la permutation circulaire 
(Xi, Lo, +.., &n), comme on le reconnaît de suite. Ce produit 
s'exprime donc rationnellement et, par suite, Vg s'exprime ra- 
uonnellement à l’aide de V,; nous n’avons donc qu'un seul radi- 
cal nie dans l'expression des racines, indépendamment des ra- 
cines ni de l’unité. 


32. Nous avons montré, au $ 18, que l’on pouvait prendre une 
fonction rationnelle des racines d’une équation sous une forme 
ou sous une autre, du moment que les substitutions à effectuer 
appartiennent au groupe de l’équation; c’est une remarque qui 
nous permet, sous la condition indiquée, de raisonner sur les 
fonctions rationnelles des racines comme si ces racines étaient des 
variables indépendantes; soit une fonction rationnelle 


E(Ti, La, ARR ES, 


des racines de l'équation f(x) — 0, et supposons que, pour l’en- 
semble des substitutions du groupe G de cette équation, la fonc- 
tion + prenne p valeurs numériques (!) distinctes que nous dési- 


Ssnerons par | 
O1; O», ...) Po 


S1 p est moindre que l’ordre y du groupe G, il y aura un certain 
nombre 7 de substitutions transformant v, en lui-même. En rai- 
sonnant alors comme nous l'avons fait au $ 20, on mettra l’ensemble 
des substitutions de G sous la forme 


PEN RES RTS ee ea dre ele le fers ee lle ls SOU IEE 


(*) I ne s’agira plus, par la suite, que des valeurs numériques des fonctions 
des racines, et quand nous parlerons d’une fonction transformée en une autre 


par une substitution, il sera toujours question de la valeur numérique de la 
fonction. 
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Les subsütutions de la première ligne forment un groupe qui 
transforme +, en elle-même. Le groupe de substütutions 


T, S\T;! LATE ON TANT 


transformera vw, en elle-même; tous les raisonnements sont les 
mêmes qu'aux $$ 20, 21, 22, 23, et les mêmes considérations 
trouvent leur place, quoiqu'il s'agisse ici de valeurs numé- 
riques des fonctions, tandis qu’on considérait plus haut des 
fonctions variables indépendantes. 

Nous avons déjà dit que Di, Pa, +.., ©, Salisfont à une équa- 
on d’ordre p à coefficients rationnellement exprimables. Certe 


ù 
équalion est irréductible, car autrement on aurait un facteur 


(Y —i)(y — 05)... (y —0%) CE < p), 


qui serait rationnel, en prenant pour y une quantité quelconque 
du domaine de rationalité. Ce facteur devrait rester invariable 
pour toute substitution du groupe, ce qui est impossible puisque, 
par une substitution du groupe, on peut changer ©, par exemple 
en oy, Æ' élant supérieur à Æ. Nous désignerons par 


l'équation ayant pour racines w,, 2», ...,0,. On peut dire que son 
degré'est égal au quotient de l’ordre du groupe G par l’ordre 
du groupe laissant o, invartable. 


33. Ces remarques faites, arrivons au problème de la réduction 


du groupe d’une équation. 
Quand on a formé la résolvante de Galois 


MONTE D 


et, pour un domaine donné de rationalité, pris un facteur irré- 


ductible 
CV) — O0, 


la série des opérations effectuables est terminée. Les opérations 
ne pourront être poussées plus loin que si l’adjonction de cer- 
taines grandeurs non rationnellement exprimables dans le do- 
maine primitif rend réductible le polynôme d(V). 
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Supposons d’abord que l’on adjoigne une fonction ration- 


nelle 
1 (T1; Das ° Ut) 


des racines. On remarque tout d’abord que les substitutions de G, 
n’altérant pas la valeur numérique de v,, forment évidemment un 
groupe F, et l’on va montrer que l’adjonction de la valeur de &; 
réduira le groupe de l'équation précédente à T. 

En effet, après l’adjonction de w,, le groupe de l’équation ne 
peut contenir que des substitutions du groupe initial n’altérant 
pas ©1; donc ce groupe ne peul être que lou un groupe contenu 
dans F. Mais il est facile de voir que toutes les substitutions de F 
feront partie du groupe cherché; car toute fonction des racines 
exprimable rationnellement après l’adjonction de +, sera de la 


forme 
x P(o1), 
P étant rationnelle. 


Elle restera donc invariable pour toutes les substitutions qui 
laissent v, invariable. Inversement, toutes les fonctions des x in- 
variables par les substitutions de T s'expriment rationnellement 
à l’aide de ,, d’après le théorème de Lagrange étendu aux valeurs 
numériques ($ 18). Le théorème est donc établi. 

Plus généralement, st l’on adjoint plusieurs fonctions des ra- 
cines, le groupe de l’équation sera réduit au groupe des sub- 
stitutions contenues dans G et n'altérant pas les différentes 
fonctions. 


34. Supposons maintenant que l’on adjoigne au domaine pri- 
mitif de rationalité les racines de l'équation considérée ci-dessus 


S(o) — 0, 


ou, ce qui revient au même, les valeurs des o fonctions ration- 
nelles 4,,%2, ..., ©. Le groupe de l'équation se réduira au groupe 
des substitutions contenues dans G et n’altérant pas ces différentes 
fonctions. 

Ceci posé, les sous-groupes correspondant aux différentes fonc- 
tions w, considérés au $ 32, peuvent n'avoir d’autre substitution 
commune que la substitution unité. Le groupe H, considéré à la 
fin du $ 22 et qui représente le plus grand sous-groupe laissant 
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invariables ©,, 92, ..., 2°, Se réduit alors à la substitution unité, 
et par suite l’adjonction des racines de l'équation S réduit alors 
à l'unité le groupe de l'équation. Celle-ci se trouve par consé- 
quent résolue, et l’on est assuré de pouvoir exprimer les racines 
de l’équation f(x) —o rationnellement au moyen des racines de 
l'équation S. On n'aura d’ailleurs aucune difficulté pour recon- 
naître si l’on se trouve dans le cas qui nous occupe, car on pourra, 
comme on sait, chercher d’une manière régulière le groupe de 
l'équation en adjoignant Pi; Pay +. D) et l’on pourra constater 
si ce groupe se réduit à la substitution unité, c’est-à-dire si la ré- 
solvante de Galois admet un facteur rationnel en V du premier 
degré. Le cas que nous venons d'étudier n’amène en définitive 
aucune simplification dans la résolution de l'équation; la résolu- 
tion des équations f(x) et S(v) sont alors deux problèmes abso- 
lument identiques. On remarquera que ce Cas se présentera tou- 
Jours quand le groupe G est simple. 

Il en est tout autrement si le groupe H ne se réduit pas à la sub- 
stitution unité. Après l’adjonction de o,, P2, -.., 2, le groupe de 
l'équation ne se trouve pas réduit à la substitution unité, puisqu'il 


se réduit à H. Soient m l’ordre de G et M l’ordre de H. Cherchons 
l’ordre du groupe de l'équation 
Srou} q 


SUR) 0. 


4‘ 


On trouvera le groupe de S en posant 
W = 1% + U2Q2 +... + UpOp, 


les 4 étant des constantes arbitraires appartenant au domaine de 
rationalité; le degré d’un facteur irréductible de l'équation don- 
nant W sera l’ordre du groupe de S. Mais, d'autre part, W peut 
être regardé comme une fonction rationnelle des racines de l’équa- 
tion f(x) = 0, laquelle fonction, non altérée par les substitutions 
de H, l’est évidemment par toute autre substitution de G. Elle 
dépend donc, d’après le S 32, d’une équation dont le degré est 
égal au rapport des ordres de G et de H. Nous pouvons donc dire 


E Ù m : 
que l’équation S a un groupe d'ordre =: nous savons d’ailleurs 
2 m1? 


($ 22) que H est un sous-groupe invariant de G. 


Ainsi, par l’adjonction des racines de l'équation auxiliaire S, 
P.— TU. 32 
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dont le groupe est d'ordre — , nous abaiïssons l’ordre du groupe 
m3 


de l'équation donnée f à m,; le problème de la résolution de 
l'équation f est donc ramené à deux problèmes d’un carac- 
tère plus simple, puisque les ordres des groupes des équations 
qu’on a maintenant à considérer sont moindres que m. 


35. Nous avons déjà considéré, au $ 23, le groupe de léqua- 
tion S; les notations étaient seulement un peu différentes. Ge 
groupe, relatif aux ©, y était désigné par la lettre 2; nous avons 
vu en particulier que, si H est un sous-groupe invariant maximum, 
le groupe g est simple. Par suite, le groupe relatif à l'équation S 
sera, dans ce cas, un groupe simple. 

Ceci nous suggère une marche à suivre, pour réduire à des 
problèmes plus simples la question de la résolution d’une équa- 
tion f(æ)—o. Désignons toujours par G le groupe de cette 
équation pour un domaine donné de rationalité; nous avons dit, 
au paragraphe précédent, que la considération d’une équation 
résolvante comme S ne simplifie rien quand G est un groupe 
simple, car les résolutions des équations f et S constituent deux 
problèmes identiques. Mais supposons que le groupe G soit com- 
posé, et désignons par G, un sous-groupe invariant maximum 
de G; on peut former une fonction rationnelle + des racines de f 
restant invariable par les substitutions de G, et par ces substitu- 
tions seulement. Cette fonction dépendra d’une équation dont le 
degré sera le quotient sr en désignant par » l’ordre de G et par 
m, l’ordre de G, ; soit 


Z1(9)=0 


cette équation. Son ordre sera égal à son degré, d’après la règle du 
paragraphe précédent, et son groupe sera simple. L’adjoncton des 
racines de cette équation réduit à G, le groupe de l’équation f. 
Nous pouvons continuer de la même manière en partant de 
G,, si ce groupe n’est pas simple. Reprenons donc la suite des 
19 O P P 
groupes 
G, G:, Ga, ..., Gp; I, 


considérée au $ 25, et soient 


My AU MN OR SANTE UE 
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les ordres respectifs de ces groupes ; nous sommes alors conduit au 
théorème suivant : 


La résolution de l’équation proposée dépe ndra de la réso- 
lution d'équations successives 


D: > 5 
m1; 93 ., VERS 


Chacune de ces équations est irréductible dans le domaine 
primitif auquel on adjoint les racines des équations précé- 
dentes et son groupe est simple; l’ordre de ce groupe est égal 
à son degré, et ces degrés sont respectivement 


TEEN TT tà 
2 ÉARRE & 2. ... UUTE 


mi; Ma 
Le groupe de l'équation primitive f, après adjonction des 
racines des équations Ÿ, se réduit successivement à 


Gi, G, .….. LE 1 


On voit l'importance que prend alors le théorème de M. Jordan, 
démontré dans la Section V. Les degrés des équations que nous 
venons de signaler sont indépendants de la facon dont on formera 
la suite de composition. Le théorème de M. Hôlder ($ 28) nous 
montre de plus que, non seulement les ordres des groupes auxi- 


liaires, mais ces groupes eux-mêmes restent les mêmes, à l’ordre 
près. 


36. Nous avons supposé jusqu’à présent qu’on adjoignait une 
fonction rationnelle des racines de l'équation. Galois suppose 
d’abord dans son Mémoire que l’on adjoigne une racine r d’une 
équation auxiliaire irréductible F(r) —=o. Il est aisé de montrer 
que le point de vue auquel nous nous sommes placé est au fond 
identique à celui de Galois. 

Cherchons d’abord la nature des modifications que pourra ame- 
uer l’adjonction de r. Le facteur irréductible Y(V) peut alors 
devenir réductible ; s'il en est ainsi, on aura un facteur 


ARE 


Il n’y a pas, dans cette réduction, à distinguer une racine d’une 
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autre pour l’équation donnant r, et l’on aura ainsi dans 4(V) un 
nombre de facteurs égal à p, si p désigne le degré de l’équa- 
tion en 7. 
1 p. C : ? & 4 L 11 1 $ 
D'après cela, si l'on représente par 7, r+, ..., rV les racines 
de l'équation F(r)— 0, le polynôme 4(V) sera divisible par cha- 


cune des fonctions 
(s) AMF MG JAN la), srSYes XCV: DE 


Le produit de ces fonctions est une fonction entière de V dont 
les coefficients appartiennent au domaine primitif de rationalité; 
désignons-le par I{(V). Les racines de l'équation 


EVE 0 


appartiennent toutes à Ÿ, et elles lui appartiennent nécessaire- 
ment avec le même degré de multiplicité puisque VV) est irré- 
ductible. On aura donc nécessairement 


n(V}= LYON, 


en supposant, comme il est évidemment permis, que, dans y et Ÿ, 
le premier coefficient est égal à l'unité. 
Les racines de l'équation q sont toutes exprimables en fonc- 


Lions rationnelles d’une d’entre elles. Soit V, une racine de 
l'équation 
A(V,r1) = 0 


et 0(V,) une seconde racine de la même équation, Ü étant ration- 
nelle. Je dis que, si Vs est une racine de 


UV r2)= 0; 
il en sera de même de 4(Vg). En effet, l'équation 
AR AO DINEN EST 


est satisfaite pour la racine V, de l'équation x (VF IEMRREELlE 
admettra donc toutes les racines de cette dernière. Ainsi donc 


XL0CV), ri |, 


mise sous forme entière, est divisible par y(V,r); la division se 
faisant exactement, le dernier reste, qui est un polynôme en V 
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dont les coefficients sont fonctions rationnelles de ri, sera nul 
identiquement. Ces coefficients, étant nuls pour 7',, devront s’an- 
nuler aussi pour r, et les autres racines de F(r), qui est irréduc- 
üble; ce qui établit la remarque énoncée. 

Il en résulte que, si deux polynômes de la suite (s) ont une 
racine commune, ils ont toutes leurs racines communes; par 
suite, d’après l'identité 

CV) =[9(V)f, 


il y aura seulement facteurs distincts dans la suite (5). A l’ad- 


Jonction de chacune des racines de l'équation F correspondra pour 
l'équation un groupe provenant du facteur de la suite (s)se rappor- 
tant à cette racine. Le nombre de ces groupes ne sera pas égal à p, 


mais seulement à 2, et leur ordre sera égal au quotient par ui de 


l’ordre du groupe initial. Puisque toutes les racines de l’équation d 
sont fonctions rationnelles d’une d’entre elles, ces groupes sont 
manifestement les transformés de l’un d’eux par une substitution 
rationnelle. Si le degré p est un nombre premier et que l’ordre du 
groupe soit abaissé, on remarquera que q4 est nécessairement égal 
à un ; les polynômes de la suite (+) seront alors distincts, et l’ordre 
du groupe de l'équation sera divisé par p, quand on adjoint une 
racine. 

Dans le cas où l’on adjoindra toutes les racines de l'équation 
en 7, le groupe de l'équation proposée se réduit aux substitutions 


communes aux . groupes dont nous venons de parler. 


Supposons que l’adjonction d’une racine r, d’une équation 
irréductible F(7)— o réduise le groupe d’une équation f(x) — 0 
de G à G;; je dis qu’on peut opérer une réduction identique en 
se donnant la valeur d’une fonction rationnelle convenable des 
racines. On peut, en effet, former une fonction rationnelle des 
racines dont la valeur numérique reste invariable pour les substi- 
tutions de G”, et pour celles-là seulement. Cette fonction ration- 
nelle w,(x,,%2:,...,æ) sera racine d’une équation irréductible 
d’un certain degré p, soit 

S(?)= 0, 


qui aura pour racines 1,2, ..., &,. L’adjonction de la racine cn 


476 CHAPITRE XVI, 


de l’ équation S produit sur le groupe G le même effet que peus 
de la racine 7, ; elle ramène le groupe de G à G',. 

On peut aller plus loin et montrer que l’adÿ ondrTo des di ffé- 
rentes racines de F(r) = 0 peut être remplacée par l’adjonc- 
tion des différentes racines de S(o) = 0. Tout d’abord e, restant 
invariable par les substitutions de G', s’exprimera rationnellement 
à l’aide de 7, ; écrivons donc 


Da == O(r ke 
S[0(r)=0, 


admettant la racine 7',, admettra les racines 


L’équation 


Dj; To, .….., lp 
de l’équation irréductible F. Les quantités 
GE AO UO C7 MEPARE Ô(r») 


sont donc contenues dans la suite 


Or l’équation ayant pour racines o—{((r;) est à coefficients ra- 
uonnellement exprimables dans le domaine initial de rationalité: 
désignons-la par 


Il faut donc qu’elle les ait toutes et avec le même degré de mulu- 
plicité, et, par suite, 
PC?) =[S(e)lr. 


Le nombre p sera donc un multiple de pe; p des valeurs 0(r;) 
sont égales à w,, x autres à 09, et ainsi de suite. 

Ceci posé, soit Ü(r,) — &4, et désignons par G:, et G, les groupes 
auxquels se réduit le groupe de l'équation, lorsqu'on adjoint res- 
pectivement 74 et #4. Si G', désigne, comme plus haut, le groupe 
correspondant à Don de 7;, nous avons dit que Gr et G!, 
sont de même ordre. Il en est de même de GietdeG® Conte Da 
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est rationnellement exprimable après l’adjonction de r,, le groupe 
G, contient toutes les substitutions de G!, et, par suite, ces groupes 
sont identiques. 

Le théorème est donc démontré. Le nombre y est égal à l’en- 
ter g rencontré dans la première partie de ce paragraphe. 


37. D’après ce qui précède, l’adjonction des racines de l’équa- 
uon F(r) = 0 ramène le groupe de l'équation au groupe commun 
aux groupes 

GE GE PERS 


qui correspondent respectivement aux fonctions Dis Pasta es Dpe 
Le degré p de l'équation F, qui est égale à 19, est un multiple 


de p, et les racines de cette équation se partagent en p groupes 


de y racines, comme il a été indiqué plus haut. 

Arrêtons-nous sur un cas particulier très important pour la suite. 
Je suppose l'équation F telle qu’une quelconque de ses racines 
s'exprime rationnellement à l’aide d’une d’entre elles. Quand on 
adjoindra cette racine, il se trouvera alors qu’on adjoindra toutes 
les autres; 1l en résulte que les groupes G, G,, ..., G, corres- 
pondant à l’adjonction des diverses racines coïncident. Le groupe 
G de l'équation, après adjonction des racines de F, se trouve donc 
ramené au groupe G, ; le groupe G d'ordre m a donc été abaissé 


x nm . 
à un groupe d’ordre —. Il est clair que G' est un sous-groupe 


invariant de G. 

Particularisons davantage encore en supposant de plus que p 
soit un nombre premier et que l’ordre du groupe soit abaissé. 
Puisque p = po ,1l faudra nécessairement que u = 1 et, par suite, 


Dr. . e 4 \ mt 
l’ordre du groupe de l'équation sera abaissé de m à a: 


VII. — Des équations résolubles algébriquement. 


38. Les généralités qui précèdent sur la réduction du groupe 
d’une équation sont, à la forme près, entièrement dues à Galois, 
en faisant seulement exception pour l’importante remarque qui 


découle des théorèmes de M. Jordan et de M. Hülder. La plus 


478 CHAPITRE XVI. 


belle application qu’ait faite Galois de sa théorie est relative aux 
équations résolubles algébriquement. On dit qu’une équation est 
résoluble algébriquement ou par radicaux, quand on peut y satis- 
faire en substituant à x une expression formée au moyen des élé- 
ments appartenant au domaine de rationalité et des signes des 
opérauons suivantes de l’Algèbre : addition, soustraction, multi- 
plication, division, élévation à une puissance entière, extraction 
de racines d'indice entier, ces opérations étant en nombre limité. 

Suivons toujours Galois. Pour résoudre une équation, il faut 
successivement abaisser son groupe, jusqu’à le réduire à la seule 
substitution unité. Dans le cas d’une équation résoluble algébri- 
quement, la réduction se fera par l’adjonction successive des 
racines d'équations binômes que l’on peut supposer de degré pre- 
mier. Envisageons une telle équation 


f(x) = 0 


avec un certain domaine de rationalité, et soit alors G son groupe. 


Soit p le plus petit nombre premier tel que l’adjonction des ra- 
cines de l’équation $ 
T'ES AS 


réduise le groupe de l'équation; À est supposé appartenir au do- 


maine initial, auquel on a pu adjoindre des racines d'équations 
de la forme 


PTT B;, FIN B>, Se r'Ti — B;, he. TI = B;, 


les q étant inférieurs à p, et B,; appartenant au domaine inilial, 
auquel on a pu adjoindre les racines des équations correspondant 
aux indices 1, 2, ..., { — 1 précédents. 

On peut, par conséquent, supposer que, parmi les quantités 
précédemment adjointes, se trouve une racine pie de l’unité, 
car celle expression s'obtient par des extractions de racines de 
degré inférieur à p, et son adjonction n’altérera pas le groupe 


de l'équation (!), d'après l'hypothèse faite sur p. 
————————_—_—_—_—_—_—_—_—_—_———]—  —— ——_—_—_—_ 


(*) Nous nous appuyons ici sur cette proposition de Gauss : que la résolution de 
l’équation binôme æP— 1 = 0 (p premier) peut être effectuée à l’aide de radicaux 
dont l'indice est un diviseur de p —5. 
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L'équation 7? — A va jouer le rôle de l’équation F du paragraphe 
précédent, et nous nous trouvons dans le cas particulier où les 
racines de F s'expriment rationnellement à l’aide de l’une d’elles. 
Donc l’adjonction des racines de notre équation binôme réduit 
le groupe G d'ordre m à un groupe G, d’ordre et ce groupe 
G, est un sous-groupe invariant de G. 

Cet ordre ayant été abaissé une première fois par l’adjonction 
des racines d’une équation binôme, on peut raisonner sur le nou- 
veau groupe comme sur le précédent ; une nouvelle réduction 
sera opérée par l'adjonction des racines d’une nouvelle équation 
binôme, et finalement on aura une succession de groupes 


G, Ga, ..., I, 


chaque groupe étant un sous-groupe invariant du groupe 
précédent, et le quotient des ordres de chaque groupe et du 
groupe suivant étant un nombre premier. 

Ce premier résultat suffit déjà à nous faire voir que l'équation 
générale de degré n (n => 4) n’est pas résoluble par radicaux. En 
effet, le groupe G est ici le groupe symétrique, qui ne renferme 
qu'un seul sous-groupe invariant, le groupe alterné G, (voër $ 29). 
La suite précédente ne pourra donc être que 


G, G:, I, 


Or G est d'ordre 1.2...n et G, d’ordre ET: le quotient 


des ordres des deux premiers groupes est égal à deux, qui 
est bien un nombre premier, mais le quotient des ordres des deux 


I 22 . n LL L] 
autres est ———, qui nest pas premier. Nous en concluons que 


l’équation générale d'ordre n(n > 4) n’est pas résoluble al- 
gébriquement; c'est le théorème démontré pour la première fois, 
d’une manière rigoureuse, par Abel (1), qui se plaçait, bien en- 
tendu, à un tout autre point de vue que Galois. 

) P 4 


39. Nous avons vu que, si une équation est résoluble algébri- 


(*) Voir les OEuvres complètes d’Abel; une autre démonstration du même 
théorème a été donnée par Wantzel. 
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quement, on aura une Succession de groupes 
G; Gi, HA KP G, T, 


chaque groupe étant un sous-groupe invariant du précédent, et le 
quotient des ordres de chaque groupe et du groupe suivant étant 
un nombre premier. Cette condition, nécessaire pour la réso- 
lubilité algébrique de l’équation, est ausst suflisante, comme 
nous allons l’établir. 

Il suffira de montrer qu’on peut réduire le groupe de l’équation 
de G à G; par l’adjonction des racines d’une équation résoluble 
par radicaux. Soient m l’ordre du groupe G et m, l’ordre de G:;, 


; 1140 x SE 
le quotient — étant un nombre premier p. En désignant pare, 
m 1 


une fonction des racines correspondant au groupe G,, nous for- 
mons l’équation désignée par 


S(p)= 0 


dans un paragraphe précédent, et sur laquelle nous nous sommes 
longtemps arrêté. Cette équation est de degré . ou p, et l’ordre 
de son groupe sera ($ 34) égal aussi à p, puisqu'ici le groupe H 
est égal à G,, ce dernier étant un sous-groupe invariant de G. 
L’équation S est donc une équation irréductible de degré premier, 
et l’ordre de son groupe est égal à son degré; or nous avons vu, 
à la fin du $ 31, qu’une équation satisfaisant à ces conditions est 
résoluble par radicaux. D’autre part, l’adjonction des racines de S 
ramène le groupe de l’équation proposée de G à G,; par suite, 
cette réduction peut se faire par l’adjonction de radicaux, et, en 
continuant ainsi de proche en proche, on voit que le groupe de 
l'équation peut être réduit à l’unité et l'équation, par suite, résolue 
en adjoignant successivement des radicaux, ce qui démontre la 
proposition énoncée. 


40. Nous pouvons vérifier, à l’aide du théorème précédent, que 
Ï ) Ù 

les équations du troisième et du quatrième degré sont résolubles 

par radicaux. Pour le cas du troisième degré, la suite 


G Gi, 1; 


G étant le groupe symétrique et G, le groupe alterné, est telle que 
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chaque groupe est un sous-groupe invariant du précédent, et 
l'ordre de G étant séx et celui de G, trois, les quotients des ordres 
des groupes sont des nombres premiers. 

Pour le quatrième degré, prenons la suite 


GC GARE Li 


que nous avons considérée au $ 29; les ordres de ces groupes étant 
respectivement 


JUSTE ARE CRT 


les quotients de chaque nombre par le suivant sont des nombres 
premiers, et l’équation est bien résoluble algébriquement. 


41. Les applications du théorème général relatif à la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une équation soit résoluble algé- 
briquement sont particulièrement simples dans le cas où l’équa- 
tion est de degré premier. 


Nous terminerons ce Chapitre par l’étude de ce cas, qui a été 
approfondi par Galois, et nous renverrons, pour les équations de 
degré composé, aux Mémoires de M. Jordan et de Kronecker. 

Commençons par un lemme préliminaire. Soil 


J(æ)= 0 


une équation irréductible de degré premier n. Je suppose qu’elle 
devienne réductible par l’adjonction des racines d’une équation 
irréductible de degré premier p 


F(r) = 0, 


telle que ses racines s'expriment rationnellement à l’aide de l’une 
d’entre elles. En raisonnant sur l’équation f(x), comme nous 
avons raisonné au $ 36 sur l'équation 4 (V), on montrera que les 


p racines de l'équation F se partagent en? groupes de qg racines 


LT A ? L . . 
correspondant à une même valeur d’une certaine fonction ration- 
nelle Ü(r) des racines. Puisque p est premier, on devra avoir ETS 
et par suite, en désignant par 


X(2, r) 
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le facteur irréductible correspondant à l’adjonction de r', on aura 


LOLT a) 5 (2, Me) REP AC 


Les facteurs du premier membre sont distincts et du même 
degré. Donc, puisque le degré n de f(x) est supposé premier, le 
polynôme y(x,r) est nécessairement du premier degré, et l’on a 


P=n. 


De plus, l’équation se trouve résolue par l’adjonction des ra- 
cines de F. Ainsi, une équation irréductuble de degré premier 
reste irréductible tant que les adjonctions ne réduisent pas son 
groupe à l'unité. Avant l’adjonction des racines de F, qui va ré- 
soudre l’équation, son groupe est d’un ordre y qu'il est facile de 
trouver. D’après le $ 37, cette adjonction réduit le groupe à 


V . ET 
Kotqree et, puisque ce groupe est l’unité, on a 
Vi= D: 


Nous pouvons donc dire qu’avant la dernière adjonction, l’équa- 
uon f(x) a son ordre égal à son degré et, par suite, puisque r est 
premier, son groupe est formé des puissances d’une substitution 
circulaire ($ 31). 

Appliquons ceci à la réduction du groupe d’une équation 
f(æ)—=0o de degré premier n, résoluble algébriquement. Après 
des adjonctions successives de radicaux, nous arriverons à l’avant- 
dernier groupe G; ($ 39). Il résulte du lemme précédent que 
l'équation reste irréductible tant qu’elle n’est pas résolue, et nous 
pouvons appliquer la conclusion précédente : le groupe G, est 
d'ordre n et est formé des puissances d’une substitution circulaire 
de n lettres. Or, le groupe initial G contient évidemment G; 
comme sous-groupe. Le groupe initial relatif aux n racines 
de notre équation contient donc une substitution circulaire 
d’ordre n. | 


42. Nous allons rechercher les groupes relatifs à n lettres (r 
étant toujours premier) jouissant de la propriété précédente. 
Mais 1l nous faut auparavant dire un mot de la représentation 
analytique des substitutions. 
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Désignons par 
To, T1; ….) TL n—1 


ñ lettres. Si l’on a un polynôme f(z) à coefficients entiers, et que 
pour 3—0,1,...,7n—1 ce polynôme prenne x valeurs non con- 
grues suivant le module n, c’est-à-dire n valeurs telles que la diffé- 
rence de deux quelconques d’entre elles ne soit pas multiple de n, 
on pourra considérer la substitution 


[fCs), +] 


comme définissant une substitution des n lettres, en convenant 


que 
Lz CAES OT AS et) 
est remplacé par 
T (3) 


l'indice f(3) étant pris suivant le module n, c'est-à-dire étant 
remplacé par le reste que donne sa division par ». Toute substi- 


ie Th, ..., Tr ) 
To, Zi; ..) Zn 


peut être obtenue de cette manière ; il suffit de poser 


tution 


Bee 


État D | 


"FEU rames 


en désignant, d’une manière générale, par 


| 


le quotient de la division de 37 — z par 3— 4. On voit facile- 
ment que 


f(a)=h (mod.n). 
On a, en effet, 
30— 3=(32—a)Ÿ(s)+anr — a 
et, par suite, | 


Soit 8 -< 4, on aura 


Br —B—(B—2)Y(B) + an — a. 


484 CHAPITRE XVI, 


Or, d'après le théorème de Fermat, &2 — 4 et 52 — 8 sont mul- 
uples de »; donc 4($) sera multiple de n. Par suite, dans f(s), 
tous les termes, sauf celui qui renferme 3 — x en dénominateur, 
seront multiples de z pour 3 = 2. Il reste à trouver la valeur de 


our 3—= &. Or. ona 
Î ) 


nat —1=V(3)+(s—a)V'(z); 
donc 
d(a)= nai; 


et la congruence f(4) = h(mod. 7) en résulte immédiatement. 

On doit à M. Hermite d'importants théorèmes sur la représen- 
tation analytique des substitutions (Comptes rendus de l’Aca- 
démie des Sciences, t. LVII, et Annales de Tortolini). Nous y 
renverrons le lecteur, n’ayant ici besoin que de la notion précé- 
dente pour trouver, avec Galois, la forme de la fonction f(z) 
correspondant à une substitution appartenant aû groupe d’une 
équation résoluble. 

43. Nous avons dit que toutes les substitutions du groupe (ea 
sont les puissances d’une substitution circulaire et, par consé- 
quent, de la forme 


soit donc * une telle substitution, B étant un des nombres 
1,2,+.., 2 —1. Si maintenant T désigne l’une quelconque des 
substitutions du groupe G,., précédant immédiatement G,, la 


substitution 
EST ES Van 


appartient encore à G,. À la substitution T correspond une cer- 
taine fonction f(z), telle que nous pouvons écrire 
3 is T — LS (3), z] 
et l’on a de même 
Z2=(3+6,3z), Z'=(3+ a, 23). 
Exprimons que 
TS 
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Or 
TE =[f(z+8),:] et: ZT=[f(z)+a, sl]. 


On aura, par conséquent, la congruence suivant le module zx 


f(z+8)=/f(z) + a, 


a ne dépendant pas de z: en changeant successivement z en 
be 26, . …., 2: XG, on a 


J(z+08)= /f(3) +àa. 


Si nous prenons B— 1 et que nous posions z = 0, f(o)— b, 


on aura 
FO) == b —— À a. 


Ainsi la fonction f(z) est une fonction linéaire az + b. Le 
roupe G;_, ne peut donc renfermer que des substitutions de la 
P P q 


forme 
(az + D, 3), 


et & sera différent de l’unité, si la substitution T n'appartient pas 
au groupe G,. Le groupe G;_, contient des substitutions d'ordre 
A, à savoir les substitutions de G,: il est aisé de voir qu'il ne 
contient pas d’autres substitutions d’ordre ñn, Ce qui revient à 
dire que la substitution ci-dessus est d’ordre inférieur à n quand 
a est différent de wn ou n'est pas congru à un (mod. nr). En 
effet, la puissance 2 de cette substitution est obtenue en rempla- 
Çant 3 par 
ahsHb(a1+ah2%.. +3). 

On aura l’ordre de la substitution en prenant le plus petit entier k, 


tel que 
ae. (mod -r). 


b(añ-1+.,,+1)=0 (mod. n), 


& étant différent de un; la seconde condition sera vérifiée quand 
la première le sera, et ceci arrivera pour À = ñn — 1 ou un de ses 
diviseurs. 

Cherchons maintenant la nature des substitutions du groupe 
Gs_o. Il est clair que G, est un sous-groupe de G;_,; montrons 
qu'ilen est un sous-groupe invariant. Si T’ désigne une substitu- 
tion de G,_+, et Ÿ une substitution de G;, et par suite de Cripsela 
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transformée de X par T’ appartiendra à G,_,, puisque G;, est 
invariant dans G;_». Mais, X étant d’ordre n, sa transformée par T' 
est aussi d'ordre n et elle appartient par suite à G;,, ce qui montre 
bien que G., est invariant dans G;_+. Par suite, les substitutions 
de G;_» sont de même forme que celles de G;_,, et l’on continuera 
ainsi de suite jusqu’à G. Nous avons donc le théorème suivant, 
dû à Galois : 


Quand une équation irréductible de degré premier est ré- 
soluble algébriquement, toutes les substitutions de son groupe 


sont de la forme 
(az +0, 3). 


44. La réciproque du théorème précédent est exacte, c'est- 
à-dire que, st le groupe d’une équation lirréductible de degré 
premier ne renferme, en dehors des substitutions du système 
circulaire (3, = +1), que des substitutions de la forme 


(az + D, z), 


l’équation est résoluble algébriquement. 


Remarquons d’abord que toute substitution du groupe précé- 
dent sera le produit d’une puissance de la substitution 


(Z) (3+1,3) 
par une puissance d’une substitution 


(Z') (r3729. 


Si r est une racine primitive pour le nombre premier n, c'est- 
à-dire si les puissances 


LOT CUT ES POI NS SE 
sont congrues dans un ordre quelconque à 
I, 2, .….., nm Cr. T, 


le groupe formé à l’aide des substitutions (È) et (Z’) combinées 
entre elles de toutes les manières possibles sera formé des 


n(n — 1) substitutions 
(az+b,z), 
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où l’on donne à a les valeurs 1, 2, ..., n—1 et à b les valeurs 
DO nr. 

S1 r n’est pas une racine primitive pour le nombre n, les puis- 
sances de r écrites ci-dessus ne représenteront pas les 7 — 1 pre- 
miers nombres, mais seulement un nombre d de nombres congrus 
différents, suivant le module n, et le groupe sera seulement alors 
d'ordre nd. 

Pour plus de simplicité, nous allons supposer que le groupe G 
de l'équation soit le groupe d'ordre n(r— 1), c’est-à-dire que r 
est racine primitive; mais un raisonnement analogue s’appliquera 
aux autres Cas. Désignons par à une racine de l'équation 

LL En 
PART 


et formons les expressions 


X1=(To+avi+ ar +...+ an—1 Tn1 .)?, 


D ri Ur; or, 4 alain y re, 
X y = [To + A Tyn-s + QDopnit,, , + qn—1 Lin trs] 


Les quantités X se permutent évidemment circulairement quand 
on fait la substitution Y. On peut, d'autre part, les écrire sous 
une autre forme; prenons par exemple X,,,, 


Xy+1 = [To ee AT pi = A? Tops re 0 + AT pra De . + ai Tn—1yrt |?. 
Si l’on pose 
hr = K (mod. n), O<ASn—1, 
on aura 
hré = krr-1, d’où. hk = krr-i-t., 
Nous pourrons alors écrire 


X ut] —= (Lo + ei ORNE CNE AE EP .… IL 


Or, 47" représente une certaine racine 6 de l'équation x" — 1, 
et, par suite, X,,, a la forme 


Xu+ = (To + Bæi T'etbh Bkrz ass jee 


Après cette transformation, il est facile de voir que les fonc- 
tions X ne changent pas par la substitution Y, c’est-à-dire quand 
P. — III. 33 
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on fait sur les x une substitution circulaire 


(Toi sv Tee Ln—1). 


Ainsi les fonctions 
X1, X>, X3: CCC) An 


sont invariables par la substitution de E, et elles sont déplacées 
circulairement par la substitution ?. 

Les fonctions X sont les 7 — 1 valeurs que prend une fonction 
rationnelle des racines, pour les substitutions du groupe G:; elles 
satisfont donc à une équation d'ordre nr — 1 dont les coefficients 
sont rationnels dans le domaine primitif. Les racines ni" de 
l’unité ne figurent pas dans ces coefficients, puisque toute fonction 
symétrique des X est symétrique par rapport aux % — 1 racines de 


ee) 
= O. 
LI 
Soit 
FX) = 0 


cette équation; son groupe est formé des 7 — 1 puissances de la 
substitution circulaire effectuée sur les X. Une telle équation est 
résoluble par radicaux, car si nous désrgnons par 


X1; X», CICUOT X»-1 
les racines de F, l’expression 
(X1 —+ À Xo +, . + 22 XL: Per 
où À désigne une racine n — 1°" de l'unité, restant invariable 
par les substitutions du groupe, s'exprime rationnellement à 


l’aide de À qu’on doit supposer adjoint. En donnant à À ses » —1 
valeurs, on aura donc tes X pour radicaux, et enfin 


Lo+aiti+...+an-ly, 


s’exprimera par suite aussi au moyen de radicaux. En donnant à 
a ses n — 1 valeurs et en prenant la somme des racines, on aura 
n équations donnant &6, &1, +.., &n_1 exprimés algébrique- 
ment; c’est Le théorème que nous voulions établir. | 


45. Dans les deux paragraphes précédents, nous avons trouvé 
la condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation irré- 
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ducuble de degré premier soit résoluble par radicaux, à savoir 


que le groupe de l'équation ne doit contenir que des substitutions 
de la forme 
(az + b, 3). 


Galois a encore donné une autre forme à cette condition; nous 
terminerons ce Chapitre en montrant que la condition nécessaire 
et suffisante est que les racines soient toutes exprimables en 
fonction rationnelle de deux quelconques d’entre elles. 

D'abord la condition est nécessaire, car, si l'équation est réso- 
luble par radicaux, toutes les substitutions de son groupe sont de 
la forme ci-dessus. Or une telle substitution, qui ne se réduit pas 
à l'unité, déplace les ? indices si & — 1, et elle déplace nr — 1 in- 
dices si & est différent de un. Il résulte de là que, si l’on adjoint 
deux racines x, et æg, le groupe {de l'équation ne contiendra 
plus que la substitution unité, car x, et æg devant rester inva- 
riables par les substitutions du groupe, celles-ci ne peuvent dé- 
placer +, etxg. Donc toutes les racines sont fonctions rationnelles 
de æ, et æg. 

Passons à la réciproque (*). Nous supposons que toutes les ra- 
cines d’une équation irréductible de degré premier s'expriment 
rationnellement à l’aide de deux quelconques d’entre elles ; il faut 
montrer que l'équation est résoluble par radicaux. Soit G le groupe 
de l'équation et son ordre; quand on adjoint une racine +, de 
l'équation elle-même, le groupe G se réduit à un groupe F, dont 


l’ordre est = ($ 36). À chaque racine +, correspond un groupe l'y, 


et, d’après les théorèmes généraux étudiés précédemment, les 
substitutions du groupe G se décomposent en un Tableau de » 
lignes dont la première sera, si l’on veut, le groupe l',, et les au- 
tres lignes seront les produits des substitutions de T4 par des 


substitutions 
L$ T:, CRE! Th1. 


Les groupes l, sont les transformées deT, par les substitulions 


(*) La démonstration de cette réciproque est seulement indiquée très succinc- 
tement dans le Mémoire de Galois; nous suivons ici le commentaire qu’en donne 
M. Serret dans son Algèbre supérieure. On trouvera aussi dans cet Ouvrage une 
analyse de M. Hermite donnant une démonstration directe du même théorème. 
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précédentes; on doit remarquer que deux groupes l n’ont d'autre 
substitution commune que la substitution unité, car autrement il 
y aurait une substitution laissant deux racines invariables. Après 
avoir adjoint +, et réduit le groupe à l,, adjoignons maintenant 
+8, c’est-à-dire une racine de 


f(æ) 


LD 
ou d’un diviseur rationnel de ce quotient, s’il n’est pas irréductible. 
Le groupe F, de l'équation deviendra un nouveau groupe dont 
l’ordre est égal au quotient de l’ordre de l, par un diviseur du 
degré de l'équation précédente. L'ordre du groupe après l’adjonc- 
on de +, et de æg sera donc 


Dep, mMmEn—I 


n.nt 


et, puisque l’équation est résolue, on a 
B = M. 7. 


Évaluons le nombre des substitutions de G qui déplacent tous 
les indices. En ne comptant pas la substitution unité, les groupes 
T renferment 

(m—1)n 
substitutions; le nombre des substitutions qui ne déplacent pas 
toutes les lettres n est donc 


(m—i)n +1. 
IL y a donc dans G 


Mmn—(M—I)Nn—I1 OÙ A —I 


substitutions qui déplacent tous les indices ; nous allons voir aisé- 
ment que ces 2 — I substitutions sont SO el puissances les 
unes des autres. Soit T une telle substitution; décomposons-la en 
cycles ; aucun de ces cycles ne sera formé d’une seule lettre, et ils 
ne contiendront pas tous le même nombre de lettres, puisque » 
est premier. SI la substitution ne se composait pas d’un seul cycle, 
il y aurait un cycle d'ordre minimum Ô, et la substitution Tè lais- 
serait à lettres en place (d > 1) sans se réduire à la substitution 
unité; or, le groupe G de l'équation ne peut manifestement con- 
tenir une telle substitution, puisque par l’adjonction de à racines 
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le groupe ne serait pas réduit à l’unité. Les 7 — 1 substitutions 
trouvées plus haut sont donc les ñ — 1 premières puissances d’une 
substitution circulaire. 

Cela étant, distribuons les indices dans les racines de manière 
que les ? — 1 substitutions de G, qui déplacent tous les indices, 
soient les puissances de la substitution circulaire 


T= (2772) 
et soit S une substitution quelconque, que nous représentons par 


S=[/(z), 1]. 


La transformée de T par S est encore une substitution circu- 
laire et déplace, par suite, tous les indices; elle doit donc être 
une puissance de T 

T'=(3+ a, 3). 
En écrivant que 
STS-1— T' ou SR EATISE 


On aura, en raisonnant comme au $ 43, 
J()= az +$, 


o. et $ étant des entiers et, par suite, le groupe ne renfermant 
que des substitutions linéaires, l’équation est résoluble par 
radicaux. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces questions: le 
lecteur, désireux d'approfondir ces théories, pourra consulter le 
Traité de M. Jordan et les travaux de Kronecker. Une partie de 
ceux-ci sont très bien exposés dans le Livre de M. Vogt (vor, 
en particulier, le Chapitre XI1). On lira aussi avec grand intérêt, 
dans l’Ouvrage de MM. Borel et Drach, le Chapitre VI, sur les 
groupes résolubles. 


> Ç —— 
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CHAPITRE XVIL. 


ANALOGIES ENTRE LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
LINÉAIRES ET LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


I. — Généralités sur les groupes continus (1). 


1. Bien que nous ne puissions faire ici une exposition com- 
plète des résultats fondamentaux de M. Sophus Lie dans la théorie 
des groupes continus de transformation, il est indispensable ce- 
pendant que nous fassions quelques remarques générales sur cette 
notion de groupes continus, qui joue un si grand rôle dans la 
Science de notre époque. Considérons les n équations 


[ 


+4 COTE ss) Vns Lis as dr); 
(1) FE = fo( Yi, Ya; se.) ns is Mas .., dr), 


OP OST seen, ele glelriqie slettie el clear lets DIT RIT EEE 


; : 
Va JAUTIYS, cs; Vins is As ..., Ar), 


les f dépendant de 7 paramètres y as de MOT OP équations 
définissent une transformation entre les y et les y!, et l’on sup- 
pose, bien entendu, que le déterminant fonctionnel des f par rap- 
port aux y n'est pas identiquement nul. De plus, on suppose que 
les 7 paramètres a ont été réduits au moindre nombre, c’est-à-dire 
qu'il n’est pas possible de trouver 7’ fonctions 


SP CU Pa VE (FENTE 


(*) Pour ces généralités on se reportera aux trois Volumes de M. Sophus Lie 
Sur les Groupes de transformations; on trouvera aussi une exposition très 
condensée et très nette des théorèmes fondamentaux dans les Leçons de M. Lie, 
rédigées par M. Scheffers (1893), aux pages 366 et suivantes. 
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de &,, &s, ..., ay, telles que l’on ait 


 n: Gii Go, ..., ar) = Fi(Yi, Ya, Yni At Aa. A) 


(TN PNR PEUR) 


circonstance qui amènerait la réduction du nombre des paramètres. 
S1 cette circonstance se produisait, on aurait évidemment une re- 
lation de la forme 


Of; of: 
Y1(@1, Œ), SPA + Yo (1, A, td) 9fi 27 
da 0@2 
(a) Fe 
+ Yr(@1; Go; +. Ar) sn == 0 (Le CRAN CN 
Ar 


et la réciproque est immédiate, c’est-à-dire que, si les f satisfont 
tous à une relation de cette forme, il y aura au plus 7 — 1 para- 
mètres distincts. 

Ceci posé, les équations (1) définissent un groupe de trans- 
formations à r paramètres si, ayant successivement 


RL CM ae Vds Case istAnls 
PL fi Ha Pare 05 Pins On, Da, +. Or) (=1:2,..: 2), 
les a et b étant des constantes arbitraires, on a 
SAUT ae es Pan Ct Care Cr) 
les c ne dépendant que des a et des b. On a donc 
CHEN NS Gr tit) CRE REP): 


Faisons de suite la remarque que les c considérés comme fonc- 
tions des D, par exemple, seront des fonctions indépendantes. On 
4, ému effet, 


ÉCART POS MTQUT Maux) MAD AT RE ton Mnridis Vs; LAURE 


En différentiant par rapport aux b successivement, on voit que 
l’on aurait, si le déterminant fonctionnel des Ÿ par rapport aux b 
était nul, une relation de la forme 

of; 


Ài(a, ..) dr b1, de) db “sPDID Qotr À,(a@i, ..) Ars bi, solos by) 5. 10, 


quel que soit , et, en donnant aux a des valeurs fixes arbitraire- 
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ment choisies, on aurait une relation de la forme (x), et, par suite, 
les paramètres ne seraient pas réduits au moindre nombre. 

Nous n’allons considérer que les groupes de transformations 
comprenant la substitution identique, c’est-à-dire que nous sup- 
posons que, pour certaines valeurs a, ..:3, 49 de GREEN 
ait 

HD RE ae Des DRE DES EN 

2. Dans le cas où il n’y a qu’un seul paramètre, le problème 
de la recherche des groupes est extrêmement simple: Il nous suf- 
fira de prendre deux variables ; la recherche serait la même pour 
un nombre quelconque de variables. Considérons donc le groupe 
à un paramètre @ | 

æ'= f(x, y,a), 
J'=e(x, y, a). 


D'après la notion même de groupe nous aurons 


RAC b) = f(&, 7, c), 


(2) RU 
pr, 7, 0)= (x, y,c), 


C étant une fonction de a et b, soit 
CV da); 


Des lettres a, b, c deux sont indépendantes, et la troisième est 
fonction des deux premières. Nous allons, pour un moment, re- 
garder d comme fonction de a et c. En différentiant par rapport 
à a les deux membres des équations (2), on a 


of da! of dy, of db 


0x" da dy" da  0b 0a 


0® 0x dy dy dp 0b 
0x 0@  0y da ‘ 0b 04 


= O, 


On tire de là, en résolvant ces deux équations par rapport à 
OL NV OV. 
da et da ” 
0x" 0b 


M CA MAN DES 


0y' PULa 0b 
Ve NA Er Te 
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ob 


+ soit 


Or, de l'équation c — d(a, b), on tire la valeur de 


y (a, b). Nous avonc donc 


0x" ! ! 
FDA + F(z’,y',b)y{a, D), 


0Y FA 
da = (3,96) (a; b). 


Les équations étant écrites sous cette forme, nous pouvons re- 
garder & et b comme indépendants, et nous avons un système 
d'équations auxquelles satisfont x’ et y’ considérées comme fonc- 
tions de a. Donnons à à une valeur fixe d’ailleurs arbitrairement 
choisie; les deux équations pourront s’écrire 


ox" 

“ana E ' 1 
da CANNES 
EAN DE MERS 
en =. 0(æ) 1 Cr y). 


S1 l’on fait enfin un changement de paramètre, en introduisant 
au lieu de a un paramètre t lié à & par la relation 


0(a) da = dt, 
nous aurons le système 
0x’ Dane 
MES ANR DE 
0Y” UNE 
Le a n(æ > J À 


et, pour une certaine valeur de &, on a, par hypothèse, 


On peut supposer que cela a lieu pour é = 0. Donc notre groupe 
s’obtiendra en considérant le système d'équations différentielles 
ordinaires 


dx’ RTE 
dt CRM CA Par )s 
dy’ À 
_ = NT } 


et en cherchant la solution (x', y') se réduisant à (x, y) pour 
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t— 0. Cette solution donnera les deux fonctions 
= f(x, Yt), 
Pig CEE 
qui correspondront au groupe cherché. 
La réciproque est exacte, c’est-à-dire que deux équations 


dx’ RO? 
D DO 


dy’ A2. 
_ NT, Fr 


I 


prises arbitrairement, peuvent être regardées comme définissant 
un groupe à un paramètre. Ceci résulte de ce que & et n ne dé- 
pendent que de x’ et y’. Concevons, en effet, qu’on ait trouvé lin- 
tégrale de ce système telle que x!= x, y'—= y pour té = 0, etsoit 


Lg lm is 1 À 
J'=9(x,y;t) 


cette intégrale; 7e dis que ces équations définissent un groupe. 
Ecrivons 


z'= f(r, y, th), 
J'= p(>, Jr ta). 
Les expressions précédentes se réduisent à x et y pour &, = 0. 
D'autre part, les équations 


2'= f(x, J'it—th), 
J"— p(Z", Y' t— ti) 
définissent les intégrales x” et y” se réduisant à x’, y' pour {= 4,. 


Il en résulte que x”, y" représentent les intégrales se réduisant à 
(x, y) pour { — 0. Donc 


LD PE SRE 
J'=p(z,y;t), 


ce qui revient à dire que, des égalités 


z'= f(x, Y;th), g'= f(æ',,Y'ta); 
J'= (Tr, Yith), J'=v(z, Y';te) 
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on déduit 
L'= [RIVE be), 
"= o(æ, li + lo), 
et l’on a donc bien un groupe. 
Pour un accroissement infiniment petit dé, donné à # à partir de 


t— 0, x'et y prennent à partir de æ et y des accroissements dont 
les parties principales Ôx et y sont évidemment 


0x = E(x,y)ôt, 


y = n(z,y)ôt; 
aussi appelle-t-on 


lan: 


dé et nôt 


la transformation infinitésimale dn groupe, et, d’après ce qui pré- 
cède, un groupe à un paramètre est défini par une transformation 
infinitésimale. 
Nous avons considéré le cas de deux lettres; il est clair qu’un 
< A A , « 
groupe à un paramètre pour A lettres peut être défini par le sys- 


tème 

dx; 

es EE UT 
dt Eu 1) 23 , n); 
dx 

Te © E(aisPn 5 Zn), 
ANA LEE PE ALT PIRE CORRE LUE 4 APS PENRERX 6 
dy 

TR = n (rs > Ln )) 


où les £ sont des fonctions de æ,, æ2, ..., xn, d’ailleurs quel- 
conques. 


3. Considérons maintenant le cas d’un nombre quelconque de 
paramètres. En nous bornant d’abord uniquement, pour avoir 
des notations plus simples, à deux variables, nous envisageons le 
groupe | | 
EN ARE ei RU AN LL AR À 


se = o(+, Po As Gr); 
à 7 paramètres. Écrivons, comme plus haut, 


(3) CLS bi, sie 19 by) (7, 2 Ci». Cr); 
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où l’on a | 
Ch = Yx(ai, sé e3 Gps 01x10) ARNO AN 
avec l’identité de même forme pour ©. 

Nous considérons encore les c et les « comme des arbitraires, 
les b étant des fonctions de ces quantités. En différentiant l’iden- 
uté (3) par rapport à @, il vient 
Of dx of dy! of db of ob, 


220 RÉEL + = — — = Th 2e rX 
0x" day dy" day 0, day, GE ae OL * CHERS r) 


et pareillement 


dp 0x" de dy! de db: 1-08, 0Br° ORNE 


07 day dy" 04h 0b, day ZA, 0b, day, 


On tire de ces deux équations, en calculant les dérivées par- 
uelles des à par rapport aux &, au moyen des relations c4 — Ux, 


K=7T 
Der ; ! ! 
day, = D un(e, .. Ar; bi, de 1 b,) Px(as ÿs Brs so b,) 
K=I 
li, fer 
CFE Duc +.) Ars O1, +... Or) Qu, 3°, ba, 0) 
AIN 


(HS TRAET A 


Le déterminant formé avec-les } n’est pas identiquement nul, 
car autrement on aurait une relation de la forme 


0x" 
DEC .. Apr O1, TS b,) PA =" 


et la même relation pour y/; par suite, les paramètres ne seraient 
pas réduits au moindre-nombre. Comme les c ne figurent pas 
dans les identités (4), celles-ci sont vérifiées quels que soient « 
et b. Donnons aux b des valeurs arbitraires mais fixes ; les équa- 
tions précédentes deviendront 


AE 
0x’ ' 1) 
dar = D Ga, *..s Ar) CURE) 
K=T 
(5) nn (Rem ce. 7). 


d 
— DUICT . Gr) n4(æ, ÿ') 


Mel 


- 
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Nous avons là un système de 27 relations auxquelles satisfont 
x et y’ considérés comme fonctions de &,, ..., ay. 

Nous avons déjà dit que le déterminant | 42 | n’était pas identi- 
quement nul; il en résulte que l’on pourra écrire 


h=7r 
0x" 
k V0 à = à As cs App) — 
È ( >») ) TA 1; ; r) day” 
R =] 
h=7r À 
0y 
TaCDs V ) = D cn (as, ….) ar) FTP 
2 


| 


et le déterminant | «y | ne sera pas identiquement nul. Nous pou- 
vons conclure de là que les deux relations 


k=7r EEE 

« « 
LAVER RE 
k=1 AN | 


où les e seraient des constantes qui ne sont pas toutes nulles, ne 
peuvent avoir lieu simultanément. Elles entraïneraient en effet 
les relations 


REIN 


D D dx 
€}: Xf:h ir oO 
04h 


RE AA 


et la relation analogue en remplaçant xz' par y’. Mais, les para- 
mètres étant réduits au moindre nombre, ceci ne peut avoir lieu 
que si 


Psy 


à * 
D Ar — O (h=1, 2, ++.,07), 


= À 


d’où l’on conclut que le déterminant | 44, | devrait être nul. 


4. Les équations (5) jouent, dans la théorie des groupes, un 
rôle extrêmement important. M. Lie démontre à leur sujet un 
théorème réciproque, que nous nous contenterons d’énoncer. 

Supposons que l’on ait un ensemble de transformations à r pa- 
ramètres (je ne dis pas un groupe) 


LT (ES NCIS AE, 


SAC 28 OR) Per RTE ru 
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tel que, pour certaines valeurs des paramètres, on ait = x, 
y'= y, et que les +’ et y! considérés comme fonctions des & sa- 
tisfassent à un système de la forme (5), avec les conditions indi- 
quées plus haut relatives à certains déterminants différents de zéro. 
Dans ces conditions, on peut affirmer que l’ensemble des trans- 
formations précédentes formera un groupe: c’est la réciproque 
du théorème du paragraphe précédent. 

Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de cette réci- 
proque, et nous allons montrer immédiatement ce qu’on entend 
par transformations infinitésimales d’un groupe. 

Nous avons dit que, pour certaines valeurs des &, soit 


— = ) es 
a = af, A3 = 43, drap 


on a æ'=x, y —7. Donnons aux «& des accroissements infini- 
ment petits da à parur de a°. Les parties principales x! et y! 
des accroissements de x’ et y/ seront 


te ATEN SE DE 
OT = |— |) a+... ul 07. 
0&/0 , day jo 


et, par suite, en désignant par e4, &, ...., €, des quantités infini- 
ment pelites qui sont des combinaisons linéaires et homogènes à 
coefficients constants de da,, da, ..., da,, on aura 


4 


v'= ?; E1(T, ) TS a PER Er(T, Y), 
VIE MD VD FAR ETC 


en calculant, à l’aide des équations (5), les valeurs des dérivées 
dx" dy" 
SET et LEP F 
0&;i] 0&; 7 0 
On dit alors que le groupe admet r transformations infint- 
tésimales, dont l’ensemble représente la partie principale de l’ac- 
croissement de z' et y’ à partir de x et y, pour des accroissements 
arbitraires des a à partir des a°. Ces 7° transformations infinitési- 
males sont ; 
Ei Éi (æ, LA? 
Eini(X, J), 


Ga 7). 


Elles sont linéairement indépendantes, c’est-à-dire que, pour 


4 
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des valeurs de constantes convenables e, on ne peut avoir 


KR=r 
Dee Ex(T, 7) = 0, 
Ci 
k=r 
Ÿ exnx(z, Y)=0, 
f='1 


comme nous l’avons vu plus haut. 


9. Les équations (5) vont nous permettre d'obtenir les sous- 
groupes à un paramètre contenus dans le groupe donné. Cherchons 
à cet effet comment nous devons déterminer &;, ..., a, en fonc- 
tion d’un paramètre {, pour que l’ensemble des transformations 
correspondantes forme un groupe à wn paramètre. D’après ce 
que nous avons vu au $ 2, le paramètre £ peut être choisi de telle 
manière que le groupe soit défini par des équations de la forme 


dx’ Te dy" 
Tr = PET); re AA A) 


D'autre part, les équations (5) nous donnent 


dr! hk=r mA RERRER d 
æ 0x" day, : (4? 
Fi RARES = > DUC des Gr} (mp) res 
è 
h=—1 heal 


Il résulte de là que le second membre ne dépendra pas de 4. Les 


coefficients de &;(x', y') sont donc des constantes, et l’on aura, 
par suite, 
k=Tr d 
Œ&}, 
DAUTICTRENDE = }ÀZ (mar), 


h=1 

les À étant des constantes. D'ailleurs, bien évidemment, en pre- 
nant pour les À des constantes quelconques, et en prenant pour 
les a des fonctions satisfaisant au système précédent d'équations 
différentielles, on obtiendra un groupe à un paramètre contenu 
dans le groupe donné, et défini par les équations 


dt — Mar, y)+...+ 2 E(z, y), 
(6) | 
HAT. Mn1(2 9) ++ in ÿ'). 
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Pour trouver ce groupe, on doit intégrer ces équations, en pre- 
nant les conditions initiales 


DE 1 TEE (pour to), 
On voit que ces intégrales se présenteront sous la forme 


| = F(z,7, lé, hé, ARR 7 D 
on | y'= (x, y, lt, hé, : RARES 


comme le montre le développement de x', y! suivant les puis- 
sances de £. 

En même temps que la réciproque admise au paragraphe pré- 
cédent (5), M. Lie démontre que, du groupe à un paramètre que 
nous venons d'obtenir, on peut déduire le groupe général, défini 
par les équations (5), en remplaçant À, f, )20, .,.., À;t par rar- 
bitraires &i, &:, ..., @y, qui ne représenteront pas en général les 
mêmes quantités que les a primitifs. 

Le groupe donné pourra donc s’écrire 


D'= F(x, y; &, .., Gr), 


VE, D LME RE A 


la substitution identique correspondant à 4; =...—a;= 0, et l’on 
aura le développement 


2'= 8 + at (2; PSP ar EEE 
V'=Y + d11(%; Y) +... —+ Arr(L, Y)+..., 


(5) 


les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier par 
rapport aux «. 


6. Il est important de remarquer que les 6 et les n ne peuvent 
ètre pris arbitrairement, c’est-à-dire que si l’on prend dans le sys- 
tème (6) les 6 et les n arbitrairement, les équations (5) qu’on en 
déduit ne définiront pas un groupe aux 7 paramètres À, £, Àoë, …., 
At. Un point capital de cette théorie consiste donc à trouver les 
conditions nécessaires et suffisantes qui doivent exister entre les 
6 etn, pour que l’on soit conduit à un groupe de transformations 
en opérant comme ci-dessus. 

Il est aisé de trouver des conditions nécessaires; c’est ce que 
nous montrerons de la manière suivante. 
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P ] s. A \ d sf e Il , E 
renons le groupe à un paramètre élini par les équations 


dx’ dy! sf 
dt CDR = 1(z,#'), 


EN 


obtenues en faisant, dans les équations (6), A1=1,19—=...—);—0. 


Il pourra être représenté par le développement 
! (LS £* Fr 
T=Tr+ tE(t, y) + Far AE) + RARE A1[Ai(E)] +..., 


' lt? 13 
Bernie, y) + 5 Mm)+ 153 AlAC)]+..., 
en posant 


0 
MCD = a FE + mL 


et en regardant À,(f) comme un symbole d'opération à effectuer 
sur une fonction f. De même un second groupe à un paramètre 
correspondant aux équations 


dx’ dy’ ANSE 
= ta(a', y), Se = ma(a',') 


sera représenté par le 


T'=2t+tlEi(x,y) 


QE 


Vent l'n0 
en posant 


LUNA RE 
AO) = 0e dy. 
Désignons par S' la première substitution et par St la seconde, 
et faisons successivement sur (+, y) les substitutions 


SEULS LISE RS rt, 


Un calcul un peu long, mais très simple, nous donne le résultat 
suivant 
CS 


D + tl[A32(Ë1) — Ai(Eo)] +..., 
J + LE TAan1) — Ar(n2)] + 


les termes non écrits étant de degrés supérieurs au second en 4 
et 4’. Cette substitution doit être comprise dans le groupe (o) du 


paragraphe précédent, en prenant pour les & des séries entières 
POUIIT : 3/ 
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ordonnées suivant les puissances det et t'. Ces séries devront né- 
cessairement commencer par des termes du second degré en t 
et L', car, s’il y avait des termes du premier degré, leur ensemble 
devrait être identiquement nul et les r transformations infinitési- 
males ne seraient pas linéairement indépendantes ($ 4). En iden- 
tifiant (œ) et (s/), on voit donc que les développements de a, .…., 
a, doivent commencer par des termes du second degré et sont 
nécessairement de la forme 


. 


les c étant des constantes, et l’on a, par suite 
 ; ? 1 


A3 (E1) — Ai £s) 401 a + Co £ , + cer 
A2(n1) —A1(n2) = Ci01 + Ca02 +... + Chr. 


On peut écrire ces deux identités sous une forme plus condensée. 
On a, quelle que soit la fonction f, 


Ao[ AC) — AA: = TA (61)— A1 (62)] ; 
++ LA Ga) — Au (na) SE 
On aura donc, quelle que soit la fonction f, la relauon 


A2[A1(P)]— AilAa(NI= GP) + ce A2(f) ++ cr); 


qui revient aux deux égalités ci-dessus. La combinaison qui figure 
dans le premier membre se présente dans de nombreuses ques- 
tions d'Analyse, notamment dans la théorie des équations linéaires 
simultanées aux dérivées partielles. On l'appelle le crochet de À, 
et A:, et on la désigne souvent par la parenthèse (A: AÀ,); c'est 
un symbole d'opération à à effectuer sur une fonction f. 

Nous avons raisonné sur A,(f)et A:(f); en considérant d’une 
manière générale 


AP) = be D + mn À, 


5 
AuCP = Be À + ne D 


les crochets 
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devront être des combinaisons linéaires et homogènes à coeffi- 
clients constants des 7° expressions 


Ai), A2(f); CON AUDE 


Nous trouvons donc ainsi un ensemble de conditions nécessaires 


pour que les 7 couples de fonctions (£, n) correspondent à un 
groupe de transformations. 


T. Ces conditions nécessaires sont en méme temps sufft- 
santes. La démonstration de ce théorème fondamental de M. Lie 
nous entraînerait trop loin, et nous nous contenterons de cette 
affirmation. Aussi bien, il suffira souvent de savoir l'énoncé de 
ce théorème pour pouvoir faire des applications de la théorie. 

Nous avons supposé qu'il n’y avait que deux variables. Dans 
le cas de n variables Z,Y,-.., 3 et d’un groupe àr paramètres, ce 
groupe sera défini par r transformations infinitésimales qui cor- 
respondent aux 7 expressions | 


ASE Eva D + D 

Ut of of 

ODA RS TR 

HUE tm ete À, 
les 6, n, ..., = étant des fonctions de ANT) VPACIENRORT ES 


Ces r transformations infinitésimales définiront un groupe 
st tous les crochets 
(AïAx) 


LA 


sont des combinaisons linéaires et homogènes de À,,...,A,. 
Pour obtenir ce groupe, on considéreràa les équations différen- 
elles ordinaires 
dx 
HAE M1 + os +. .+ Er 


A 
ie = A1 one + Dane 


Sr À T1 Con no À To +, . + farce: 
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où les À sont des constantes arbitraires. On intégrera ce système 


en prenant comme conditions initiales 
DE Do, VI NN are URI (pour { =0). 
L'intégrale générale sera de la forme 


4 = fr, T0 3: 9; Aé, NE MS LE 
Y = 20; Vo: 30; Âué, hot, e. sets AE 


3 = fn(To Yo + +++ So Xl Xe L, (Ve RE 


En mettant à la place de Ait, ot, ..., rt des constantes 
Ai, Asy +3 Ar, nous aurons un groupe aur paramètres entre 
(Lo: Vos 0 Ro ET ee Rappelons que les A(f) ont 
été supposés linéairement indépendants, c’est-à-dire qu'il n’y a 
pas entre eux de relation de la forme 


eAi(f)+...+erA,(f) =0, 


les e étant des constantes qui ne sont pas toutes nulles. 


8. Faisons encore une remarque applicable à tous les groupes 
de transformations dépendant d’un nombre fini de paramètres 
arbitraires. Soit le groupe G à r paramètres | 


Yi fi Vas Vas ee Vins is Los LAPS (RETIRE): 


Considérons une fonction F(y,,Y2, :..,Yn); 1l arrivera, en 


général, si l’on forme l’expression 


F(Y: Y>, ele «2 Yn) 


qu’elle dépendra réellement de r paramètres, c’est-à-dire ne pourra 
pas être considérée comme une fonction dépendant d’un nombre 
moindre de paramètres. Nous voulons examiner le cas où il en 
serait autrement, c’est-à-dire où l’on aurait 


F(Y:, V2 Vite Vice Eee P(Y1, Ya) A .,Ÿn) A, A, …, A5); 


les À dépendant des a et p étant moindre que r. Désignons par 
0 0 Q 0 0 

A, ..., A2 les valeurs des À pour a;, &;,..., @; (valeurs de 

paramètres correspondant à la substitution identique); si l’on pose 


Aj = Me AS NS RRET À, = Aÿ, 
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on établira entre les & des relations qui en laisseront au moins 
r — o arbitraires. Pour ces relations entre les &, on aura, d’après 
l'identité ci-dessus, 


C1: Xe, . Ps g ) — EG ° Ph]: 


Il existera donc un sous-groupe du groupe donné, dépendant 
d'au moins r — 9 paramètres, qui laissera invariable la fonc- 
tion F. 

Traitons maintenant la question inverse, et supposons qu'il y 
ait dans le groupe G un sous-groupe T à 7 —p paramètres, qui 
laisse invariable la fonction F; je dis que la fonction 


| A CERN CAPE PS À 


où les Y correspondent à la substitution générale du groupe G, 
dépend au plus de o paramètres. 

Le sous-groupe FT correspondra à des valeurs &,, @2, ..., a, des 
paramètres @, liées par p relations convenables, de telle sorte 
qu'il y ait seulement parmi les « un nombre d’arbitraires égal à 
r — p. En effectuant successivement sur les y une substitution 
du groupe G et une substitution du groupe l, on obtiendra des 
expressions 
* D'ETAT TP PE DE 
où les B dépendent des a et des &. Pour des valeurs fixes, d’ailleurs 
arbitraires, données aux a, on pourra choisir les « de telle sorte 
qu’au moins r — o des B puissent prendre des valeurs arbitrai- 
rement données, car, dans le cas contraire, le groupe T ne serait 
pas à 7 — o paramètres. Ceci posé, dans 


PAT EC in) 
effectuons sur les Ÿ une substitution du groupe F, en posant 
Y; HN HO CE Fe .…., Le js A23.., dr) NUE ANS ET . >, Vn: B;, B>, OM ., BA}, 


on aura 
AE A et SE EN CA PR D RUE 


d’après la propriété du sous-groupe F. Mais, d’après ce que nous 
‘avons dit plus haut, on peut, pour des valeurs arbitraires des a, 
donner dans les Y’ à r — 9 des B au moins telles valeurs fixes que 
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l’on voudra. Il en résulte que la fonction F(Y,, Y:,..., Y,) dé- 
pend au plus de » paramètres. 

En rapprochant les deux remarques que nous venons de faire, 
on peut énoncer le théorème suivant (!) : 


Etant donné le groupe G à r paramètres, la-condition né- 
cessatre et suffisante pour que la fonction 


ROLT Ya, .. Red Re) 


dépende seulement de p paramètres (bp < r) est que la fonc- 
Lion F(y1, Ya, ..., Yn) reste invariable pour les substitutions 
d'un sous-groupe T de G, à r — p paramètres. 

Ge théorème peut être regardé comme l’analogue de celui que 
nous avons établi au $ 20 du Chapitre précédent. Nous avions 
là une fonction prenant n valeurs pour les substitutions d’un 
groupe G d'ordre m; il y avait alors un groupe F, sous-groupe 
de G et d’ordre _ laissant la fonction invariable. Dans la ques- 
tion actuelle, c’est la différence r — 9 qui remplace le quo- 
tient — c'est ce qui arrivera généralement par la suite, où nous 


trouverons des différences au lieu de quotients dans des énoncés 
par ailleurs de même forme. 


II. — Des groupes de transformations homogènes et linéaires, 
et des fonctions symétriques dans la théorie des équations 
linéaires. 


9. Une classe très spéciale de groupes de transformations sera 
pour nous particulièrement intéressante : ce sont les groupes de 
transformations linéaires et homogènes et, de plus, renfermant 
algébriquement les paramètres. Considétuns donc la substitution 
linéaire 

Yi= @nÿ1+ Ge +... dinŸn, 
Yo = Q21V1 + G29Y2 +... + GonVn, 


re AnV1 + An2Va Fe. + AnnYn. 
A — ——————_——_ _—_ _—— — — —— —. . 


(*) On trouvera dans la Thèse de M. VEssIoT (Annales de l’École Normale, 
1891) une autre démontration de ce théorème. 
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Si tous les a sont arbitraires, ces équations définiront évidem- 
ment un groupe continu de transformations à #2? paramètres. 

En considérant les y comme des fonctions arbitraires d’une 
variable x, nous allons étudier d’abord les fonctions rationnelles 
des y et de leurs dérivées, qui restent invariables quand on ef- 
fectue sur les y et en même temps sur leurs dérivées des différents 
ordres la transformation du groupe précédent. Nous les appelle- 
rons par analogie fonctions symétriques des y et de leurs dérivées. 

IL est tout d'abord facile de former des fonctions de cette na- 
ture. Étant données n fonctions arbitraires 


A J'2; .….. re 


de æ, on peut former l’équation linéaire d’ordre x dont ces fonc- 
tions seraient un système fondamental. Soit 

dry dn-—1 

Dr + Pi NS 2 es. + Pnÿ = 0 
cette équation. Les p sont des fonctions rationnelles de y, Ya, ….; 
Yn et de leurs dérivées jusqu’à l’ordre n, et il est évident qu'elles 
restent invariables quand on effectue sur les 1, Ya, -.., yn une 
substitution linéaire quelconque. Ces fonctions jouent le même 
rôle que les fonctions symétriques des racines d’une équation al- 
gébrique; nous allons en effet établir le théorème suivant : 

Toute fonction rationnelle des y et deleurs dérivéesinvariable 
par les substitutions du groupe linéaire général s'exprime ra- 
tionnellement à l’aide des fonctions p et de leurs dérivées. 

Remarquons d’abord que dans la fonction considérée, on peut 
toujours ramener l’ordre de dérivation des y à ne pas dépasser 
n — 1. Il suffit pour cela de se servir de l’équation différentielle 
linéaire écrite ci-dessus. Après cette réduction, nous avons donc 
une fonction rationnelle 


1 4 en f = 
D MLD pire Per MT PER AE), 


dont les coefficients sont eux-mêmes fonctions rationnelles des p 
et de leurs dérivées. Nous allons montrer que, sous cette forme, 


R ne peut dépendre des y. On a, en effet, 


' ! ! n—1) (A—1) 
UN PRE M ERP LT SA ss Vn à 

Le ; ! ! 7(n--4) T1— 1 

-zæ4 R(Y:, PRES ARR LAS NPA NS GE AA AN 1 , LEROY x 
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les p et leurs dérivées, dans les coefficients de R, n'ayant pas 
changés. Or, pour une valeur donnée d’ailleurs arbitraire de D. 
nous pouvons choisir les constantes «& de manière que 


#4 ! ee Eee 
dÉTR Te en Pr Y:, 1 Enr …..s qu 1) 42e x 1) 


prennent telles valeurs que l’on voudra. Si donc R dépend d’une 
des lettres précédentes, l'égalité ci-dessus est impossible, puisque 
le premier membre est indépendant des &, tandis que le second a 
une valeur variable avec ces paramètres. 

Il résulte de là que R ne dépend pas de y,, TN 2 IPS tue 
et la fonction se réduit, par suite, à une fonction rationnelle des P 
et .de leurs dérivées (!). C’est le théorème que nous voulions 
établir. 


10. Parmi les fonctions symétriques élémentaires, que nous 
avons désignées par p, il en est une qui est particulièrement inté- 
ressante : c’est la première p,. En posant 


74 ÿ2 J'n 
vi J'2 nr dy dy 2 dYn 
dy dy2 dy n dx dx dy 
DS dx dx dx D, =) NU" CSS | CE PA 

6/66 /tia te BiDeiete Nero RD RTE di?y;, d-2y9 dr? y, 
dr-1y1 di-1y di-1y, des? den? gJynx 

dant dr ibid dent dr y: dry» dy, 

dx dxn dx" 


on à 


or D, est précisément la dérivée de D par rapport à x. Admet- 
tons, en effet, que ce fait soit exact pour n — 1 fonctions; on va 
voir immédiatement qu'il est encore exact quand on passe de 7» —1 
à n. Concevons D développé suivant les termes de la dernière 
ligne, et écrivons 


dr—1y; 1 y ik dr- 1#n 


BAR A A Lie mn, 
1 dxn-1 + As dxn-1 ARE e drn-1 ? 


(*) Les fonctions de cette nature ont été étudiées particulièrement par M. Ap- 
pell dans son Mémoire Sur les équations différentielles linéaires (Annales de 
Ecole Normale, 2° série, tome IX ). 
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les À étant des déterminants analogues à D, mais relatifs seule- 


ment à 2 — 1 fonctions. On aura alors 


dyn 
dx 


dry 


dx 


dD ae A, dry: 


—— = DEA. À 
dx W 


mi A» 


dx" d 
les autres termes disparaissant, car, d’après ce qui a été supposé 
au sujet des déterminants d'ordre 7 — 1, ces termes forment le 
déterminant D, où l’avant-dernière ligne aurait été remplacée par 
la dernière, de telle sorte que les deux dernières lignes s’y trouvent 
identiques. On a donc bien 

dD 


DIRE 

: dx’ 

comme nous l'avons énoncé. On conclut de là 
De ef Patædx 


La valeur du déterminant 


LAVE AVS dYn 
Ar , SET: , .….., : 
dx" dx dŒY |y=0,t, s.,n-X—1, À +1,70 


1 
est maintenant facile à calculer en fonction des p. La résolution 
des n équations du premier degré en pi, Ps, -.., pa donne 


AL 
P,(x) == (— 1)A D? 


et l’on aura par suite 


Dire 1 p, (æ) ef rixdx 
D'une manière plus générale, considérons le déterminant 
P : 


Wyi ! ÀYs DV n 


—— 3 SRE , CRC) 
dx dx’ dx V= Gi, Ass... An 


, 


les a étant » entiers distincts quelconques; il résulte immédiate- : 
ment de ce qui précède que ce déterminant est égal à une fonction 
entière des p et de leurs dérivées multipliée par e7pidr, 

On trouvera dans le Mémoire cité de M. Appell des applications 
intéressantes de cette théorie des fonctions symétriques des inté- 
grales d’une équation linéaire, particulièrement à la transforma- 
tion d’une telle équation. 
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Soit 


une fonction rationnelle entière 3 des intégrales Vis Var 
formant un système fondamental, et de leurs dérivées jusqu’à un 
ordre d’ailleurs quelconque. Le problème général de la transfor- 
mation est de former l’équation différentielle linéaire qui admet 
pour intégrale la fonction 5. Tout d’abord, pour voir quel est 
l'ordre de l’équation différentielle en z, on remplacera ÿ, Ya, .…., 
Yn' par les éléments d’un autre système fondamental, c'est-à-dire 
en remplaçant y; par | 


Ai Vi + AiVa +... + AinYn (CE NARRERE 


L'ordre de l’équation différentielle en z est égal au nombre des 
termes linéairement indépendants qui entrent dans l’expression 
de 3 ainsi transformée. Le développement de f donne un certain 
nombre de termes monomes de la forme 


dy \: 
x LE - LEE] 
get 2 (2 ) 


Soit, après la réduction à l’ordre r — 1, au plus, de l’ordre maxi- 
mum de dérivation des y, q le nombre des termes algébriquement 
indépendants. On pourra former l’équation différentielle d'ordre g 
admettant ces g solutions; les coefficients de cette équation se 
présenteront manifestement sous la forme de fonctions symé- 
triques de y1,Y°, ..,Vy. Dans certains cas particuliers, 1l pourra 
arriver cependant que les termes algébriquement distincts ne 
soient pas linéairement indépendants; on s’en apercevra à ce 
que tous les coefficients de l'équation formée sont identiquement 
nuls, et l’on cherchera alors à former une équation d’ordre g—1: 
on arrivera ainsi forcément à l'équation cherchée au bout d’un 
certain nombre de tentatives. 

Soit, par exemple, l'équation 

2 
ee "4 Se + dy. 
Posons 


n 
] 
re 
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l'expression générale de 3 sera 

(&1Y1+ AY). 
Nous avons ici les trois termes 

ir Vies V5 


el l'équation donnant z sera en général du troisième ordre. 


11. Après avoir considéré les fonctions rationnelles de n fonc- 
tions arbitraires de æ et de leurs dérivées, que nous avons ap- 
pelées fonctions symétriques, il est naturel de considérer des 
fonctions rationnelles quelconques. Prenons donc une fonction 
rationnelle de y, y2, .…, yA et de leurs dérivées jusqu’à un ordre 
d’ailleurs quelconque, en désignant toujours par y, Yo, ..., Yn 
des fonctions arbitraires de x, et désignons-la pour abréger par 


R (ÿ1, Ya, RENE 


sans marquer explicitement les dérivées qui peuvent figurer 
dans KR. 


Reprenons la substitution linéaire générale 


VE 11 + M2Ya +... + dinVn) 
Yates Au Vi + 222 +... + don Vn) 


(8) 


FT An ŸV1iT AnY2+Fe... + AnnŸn) 
et écrivons la relation 


(9) R(Y:, Y>, .) Ye R(Yy1, P2; TRE 


On peut chercher à déterminer les constantes a, de manière 
que cette relation soit identiquement vérifiée, quelles que soient 
les fonctions y1, 2, ..., Yn de x. En général, il n’y aura pas 
d’autres solutions que 


TR OMC), GT, 


mais, pour certaines fonctions R, il y aura d’autres détermina- 
tions possibles des a. Supposons que l'identité précédente en- 


traîne seulement 
n?—p 
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relations entre les a, qui seront d’ailleurs évidemment algé- 
briques; on pourra exprimer n?— b des a en fonction des p res- 
tants. Dans ces conditions, les équations(8) définissent un ensemble 
de transformations dépendant de p paramètres arbitraires. Cet 
ensemble de transformations forme un groupe linéaire, homo- 
gène et algébrique de transformations; il est clair, en effet, 
que le produit de deux substitutions de l’ensemble appartient 
encore au même ensemble, puisque pour ces deux substitutions la 
fonction R reste invariable, d’après l’identité (9). 
Prenons, comme exemple, l’expression 


En écrivant l'identité (9), on trouve 


te aV1; 
Y: == byi num de 


On a ainsi un groupe de transformations à deux paramètres a et b. 

Il pourra arriver que l'identité (9) ne définisse pas un seul 
groupe, mais plusieurs. Les 7? — o relations entre les a, dont 
nous avons parlé plus haut, peuvent ne pas former un système 
irréductible et se partager alors en plusieurs systèmes irréductibles 
de n?— » relations. Le groupe dérivé de la fonction R est dit, 
dans ce cas, un groupe complexe. Prenons, par exemple, pour R, 


la fonction 
VINS 


Le groupe linéaire, laissant invariable cette expression, corres- 
pond à l’ensemble des transformations de coordonnées rectangu- 
laires, Cet ensemble se partage en deux groupes distincts ; pour 
l’un d’eux, le déterminant des coefficients de la substitution est 
égal à + r et pour l’autre à — 1. 

Üne question inverse se pose maintenant : étant donné un 
groupe linéaire homogène et algébrique, existe-t-il toujours une 
ou plusieurs fonctions rationnelles des y considérés comme fonc- 
ons arbitraires d’une variable x et de leurs dérivées qué laissent 
invariables les substitutions du groupe. On répondra immédiate- 
ment à celte question en se reportant à un théorème général de 


# 
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M. Lie, que je ne fais qu'énoncer (!). Reprenons un groupe quel- 
conque 
M fi Mis Vaste Wind dans Van) (021 Lt). 

En regardant les y comme fonctions arbitraires de x, différen- 
tions ces équations un nombre suffisant de fois pour qu'elles 
soient en nombre supérieur à 7. 

En éliminant alors les a entre les équations ainsi obtenues, nous 
obtenons des relations que M. Lie démontre être nécessairement 
de la forme ! 


AA FA ly. 
R(YEe Ya ra ….) Er (ri. ….) Vn: 2 ee). 


En particulier, si nous avons un groupe linéaire homogène et 
algébrique, les relations précédentes seront nécessairement algé- 
briques, et, en prenant des combinaisons symétriques de ces rela- 
tions, on obtiendra une ou plusieurs fonctions rationnelles des y 
et de leurs dérivées que laisseront invariables les substitutions du 
groupe, et, parmi ces fonctions rationnelles, on pourra en trou- 
ver qui ne restent pas invariables pour les substitutions d’un autre 
groupe à un plus grand nombre de paramètres. 


192. Les théorèmes établis dans la première Section de ce Cha- 
pitre nous permettent de faire quelques remarques générales sur 
les groupes linéaires, homogènes et algébriques. 

Commençons par un groupe à un paramètre. On obtiendra un 
tel groupe en prenant un système d'équations linéaires à coeffi- 
clients constants | 


dx: 
7 = dite. + Ain Tn 
dt 
MURS ele le oldile + shaitolifelers e1eu0 ; 
dfn 
Sr —= An1Di test Annln:. 


On calculera l'intégrale générale, et 1l suffira de choisir les 
constantes arbitraires de manière que, pour é —0, on ail 


— 790 
Lies ..…., Tn = Lh: 
mr res sreeese ere eeee TR ee NU 


(*) S. Li, T'heorie der Transformationsgruppen (pages 215 et 524). 


516 CHAPITRE XVII 


On aura ainsi un groupe de transformations avec le paramètre £, 
entre les + et les +,. Si nous voulons que ce groupe soit algé- 
brique, il faudra que dans les expressions linéaires des x en fonc- 
tion des +,, deux coefficients quelconques des x, soient liés par 
une relation algébrique. Si nous désignons pars, r+, .…, rx les ra- 
cines différentes de zéro et distinctes de l'équation caractéristique 


DT EUR (440) ... din 
a: A9 — T es Œon 2 
10; 
Uno te Dole.) A0 LR / 9 "CNT 2.» Cf, pratre LARE ] ‘ 
Œn1 Œn2 El rer le 


chaque coefficient sera de la forme 
Pi(therit+ Po(therit +... + Prerkt + Py1(é), 


les P étant rationnels. 

Nous avons vu, en étudiant les équations à coefficients constants, 
u représentent des nombres distincts et différents de 
zéro, une identité de la forme 


que, st les 


(a) B(t)+ZA;(t)etit—o, 


où B et les À sont rationnels, entraîne nécessairement B — 0, 
A;— 0. Ceci posé, une relation algébrique entre deux coefficients 
entraînera une relation algébrique (E) entre 


(8) LL CP ENTREE 


Il pourrait arriver que cette relation fût vérifiée quels que soient 
t, et, ..., e"kf considérés comme étant Æ + 1 grandeurs indépen- 
dantes; alors les deux coefficients pourraient être regardés comme 
foncuons rationnelles d’une de ces lettres, les autres prenant telles 
valeurs numériques que l’on voudra, et, si cette circonstance se 
présentait pour tout groupe de deux coefficients, tous ces coef- 
Jictents seraient fonctions rationnelles d’une arbitraire. Dans 
le cas contraire, (E) donnerait réellement une relation entre les 
quantités (P); mais, d’après ce que nous avons dit des identités 
de la forme (x), il faudrait qu'il y eût au moins deux termes avec 
la même exponentielle, pour qu’ils puissent se détruire. On au- 
rait donc nécessairement au moins une relation 


Mli+ Nota... + NET = O, 


les » étant des entiers positifs ou négatifs qui ne sont pas tous nuls. 
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Soit zx différent de zéro, nous remplacerons 4 par n40; nous 
. pouvons alors considérer les coefficients comme des fonctions en- 
uères de 


(y) 4 6, er, ….) erkb, 


el nous pouvons raisonner comme précédemment. La relation 
algébrique entre deux coefficients entraîne une relation (E’) entre 
les termes de la suite (+); il pourrait arriver que (E/) fût vérifiée, 
quels que soient 6, e", ..., e”if considérés comme étant X gran- 
deurs indépendantes, et dans le cas où il en serait ainsi pour tout 
groupe de deux coefficients, il est clair que tous ces coefficients 
seraient fonctions rationnelles d’une arbitraire. Dans le cas 
contraire, nous serons conduit à une relation 


! 
NT HN la +. + pl} = 0, 


les n! étant des entiers qui ne sont pas tous nuls. 

On continuera ainsi de proche en proche, et l’on arrivera à la 
conclusion suivante : ou bien les coefficients peuvent s'exprimer 
rationnellement à l’aide d’une arbitraire, ou bien les r sont com- 
mensurables entre eux. Dans ce dernier cas, on pourra alors ex- 
primer tous les coefficients en fonctions entières de 


0 et eat, ao. 


Une relation algébrique entre deux coefficients amènera une 
relation algébrique entre 0 et e«Ÿ, qui ne peut être qu’une identité, 
et, par suite, tous les coefficients sont encore fonctions ration- 
nelles d’une arbitraire. Nous arrivons donc à la conclusion sui- 
vante : 


Dans un groupe linéaire, homogène et algébrique à un 
Paramètre, on peut choisir le paramètre de telle manière que 
tous les coefficients de la transformation soient des fonctions 
rationnelles de ce paramètre. | 


Un théorème analogue s'étend aux groupes à un nombre quel- 
conque r de paramètres. Pour définir un tel groupe, il faut se 
donner r transformations infinitésimales satisfaisant aux conditions 
relatives au crochet. Il sera suffisant de prendre r — 2. Nous au- 
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rons alors les équations 


dæ; dr drntoe 
dt 


— fi +ub, TE = Ami + Una; AS Tr = AU M, 
les £, n,...,7T étant des fonctions données linéaires et homogènes 
des +, sausfaisant aux conditions relatives au crochet (voir $ T); 
À et p sont des constantes arbitraires. | 

Puisque ce groupe peut s’obtenir en combinant les substitutions 
du groupe à un paramètre correspondant à p — o, et celles d'un 
second groupe à un paramètre correspondant à À = 0, tous les 
coefficients de la transformation seront des fonctions ration- 
nelles de 


“ ! ! 
À£, pi, ert;emht, 04, »érRt, féerilif NET 


lis los e.., Tr étant les racines de l'équation caractéristique cor- 
respondant aux n fonctions linéaires 


Et; 115 tes NT 


racines distinctes et différentes de zéro; pareillement 7°, 7,, ..., 
r,. sont les racines, distinctes et différentes de zéro, de l’équa- 
tion caractéristique correspondant aux » fonctions linéaires 


Fr - 
(a TC + POSE NET SUR 


Tous les coefficients sont ainsi des fonctions de Àt et de 4, 


et l’on peut regarder les coefficients comme fonctions ration- 


nelles de 
4 
0, 0”, er, si vs erxb, er 0", ..…..s erxŸ", 


En raisonnant absolument comme plus haut, si ce n’est que la 
relation algébrique est entre trois coefficients au lieu de deux, on 
établit que : ou bien les coefficients s'expriment rationnellement 
à l’aide de deux arbitraires, ou bien | 


PEAR LAN RS CE 
sont entre eux dans des rapports commensurables, ainsi que 
Ti) PL, ss lei , 


et l’on retombe alors encore sur la mème possibilité d'exprimer 
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les coefficients d’une manière rationnelle à l’aide de deux arbi- 
traires. Nous avons donc le théorème général suivant : 


Dans un groupe linéaire homogène et algébrique à un 
nombre quelconque de paramètres, on peut choisir ceux-ci 
de manière que les coefficients de la transformation soient 
fonctions rationnelles de ces paramètres. 


13. Terminons ces généralités par un théorème qui est l’ana- 
logue du théorème de Lagrange en Algèbre (Chapitre précédent, 
$ 6). Soit une fonction rationnelle des y et de leurs dérivées Jus- 
qu'à un ordre d’ailleurs quelconque, que nous représentons, pour 
abréger, par 

R(ÿ1, Vas ++. Yn), 


et considérons le groupe linéaire et homogène général à n°? para- 


mètres 
Y; —= 111 + de Yo +... + dinV n; 


M Cn1V1 + An2V2T. + AnnVn:. 


On suppose qu'à la fonction R corresponde un groupe linéaire 
et homogène G à p paramètres. Dans ces conditions, je prends 
pour les y des fonctions arbitraires d’une variable x, et j'envisage 


l'expression 
LR OVER en, Vo: 


C’est une fonction de +, dépendant, d’après le théorème du 8 8 
1 2 9) 
* de n?— o constantes arbitraires, c’est-à-dire que l’on a 
Î ? 


R(Y:, Yo, CRC Yh) = P(Y,ÿ2; )Vn); B:, se: CS, Bas), 


les B dépendant des «. Elle satisfera donc à une équation diffé- 
rentielle d'ordre n° — pb, que l’on pourra obtenir par des calculs 
algébriques d'élimination. Les coefficients de cette équation dif- 
férentielle seront visiblement des fonctions rationnelles de SA 
Va, «.., Yn et de leurs dérivées. L'un de ces coefficients peut 
être rendu égal à l’unité et les autres sont alors des fonctions des 
y et de leurs dérivées, qui rentrent dans la catégorie des fonctions 
que nous avons appelées symétriques, et ils s'exprimeront par 
suite rationnellement à l’aide des fonctions élémentaires désignées 
par p ($ 9). En effet, si dans l'expression de ® on effectue les 
P.— IIT, 35 
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substitutions du groupe linéaire général, on obtient la même fonc- 
tion ®, les coefficients B ayant seulement d’autres valeurs. 

L'équation différentielle d'ordre n? — b, à laquelle satisfait w, 
est l’analogue de l'équation algébrique à laquelle satisfaisait une 
fonction non symétrique de plusieurs lettres (Chap. XVI, $S 5). 

Ceci posé, désignons par y?,.72, ..., y%, À fonctions arbitraire- 
ment choisies de +, et soient y1, Ye, ..., YA À fonctions linéaires 
et homogènes quelconques de y?, y5, ...,y,. Nous considérons 
une autre fonction rationnelle 


S(Y1 Ya +) Nry 


des fonctions y et de leurs dérivées jusqu’à un ordre quelconque, 
admettant le groupe G, c’est-à-dire ne changeant pas quand on 
effectue sur les y les substitutions de ce groupe. Cherchons sl 
est possible d'exprimer S à l’aide de la fonction w. La fonction S 
satisfera à une équation différentielle dont l’ordre sera au plus égal 
à n?— 9, et que nous pouvons obtenir en procédant comme nous 


l’avons fait pour R ; soit 
o(S) 0 


cette équation, dont les coefficients sont fonctions rationnelles 
des p° et de leurs dérivées. Posons 


V=aR(yt, r$, SIP S PO TRIER 


L ’ e = e = 0 0 0 
a étant une fonction rationnelle arbitraire de x, et y®,y,...,y, 
désignant les fonctions particulières de z arbitrairement choisies 


plus haut. On aura 
(2) QLV— a R(yi,y5,...,ya)]= 0. 
Posons, d’autre part, 

W= aR(ÿi Ya es Pn) + S(Y13Y25 <a): 


la fonction W satisfait à une équation différentielle d'ordre nr? — p 
que nous pouvons former et dont les coefficients sont fonctions 
rationnelles des p° et de leurs dérivées, ainsi que de a et de ses 
dérivées; désignons-la par 


(B) YCW) = 0. 


Les deux équations différentielles (x) et ($) en V et W ont une 


21 


Qt 
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solution commune immédiate qui est 
AR(YD ID: 72) + S(Y9,72, ..., yo). 


Nous allons voir que cette solution commune est unique; en effet, 


pour que V — W, il faut 


GROVE IS ee FR) + SCYs5 Vos ce, Yn) 
= aR(y1, Ye, ….) nr) + S(Y1,Y2; .) Vn); 


les Ÿ étant nécessairement comme les y des combinaisons linéaires 
à coefficients constants des Jo- Puisque ceux-ci représentent des 
fonctions arbitraires de æ, et que «a est une fonction rationnelle 
arbitraire de æ, l'identité précédente entraîne 


R(y9,Y8, sa) R(Y1 Ya HR )G 
SV, 0e, …..s Hope S(Y11Y2; RE TRS 


la première égalité montre QUE Vis Vas cs, Yn Se déduisent de 
Jin Va -.., JP au moyen des transformations du groupe G; on 
aura donc aussi 

S (Pier. Jn) = 87478 90), 


et, par suite, il n’y a pas d’autre solution commune aux équations 
(x) et (B) que 


ART TE FR) SCT 7S, L 70) 


Des calculs algébriques d'élimination feront connaître la solu- 
uon commune aux équations («)et(B), en opérant comme nous le 
verrons dans la Section suivante ($ 15). On trouve ainsi une rela- 
tion algébrique 


dR dp? 
F (Vo Ro Ds AU RAD 


et l’on exprime par suite V,, c’est-à-dire 
AR(YD IS. :3%) + SPF ...,72) 


algébriquement à l’aide de la fonction R, et de ses dérivées, des 
p° et de leurs dérivées. Cette fonction algébrique doit d’ailleurs 
être rationnelle, car si y®, 7°, ..., y° sont uniformes, il en sera 
de même de V,. La conclusion est que 


S(Y1.Y2) .. °,Ÿn) 
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s'exprime rationnellement à l’aide de R(y1, Ya, :-:, Yn) et de 
ses dérivées, et des p et de leurs dérivées. Ce théorème est bien 
l’analogue du théorème de Lagrange ('). 


III. — Intégrales communes à plusieurs équations et réductibilité 
des équations linéaires. 


14. Nous avons, dans la Section précédente, étudié les fonc- 
ions rationnelles de n fonctions arbitraires d’une variable et de 
leurs dérivées, et les groupes de transformations linéaires qui s’y 
rapportent; cette étude était l’analogue de l'étude purement algé- 
brique faite au début du Chapitre précédent. Revenons mainte- 
nant aux équations différentielles linéaires et traitons tout d’abord. 
de quelques problèmes qui se présentent d'eux-mêmes quand on 
cherche à comparer la théorie des équations différentielles li- 
néaires avec celle des équations algébriques. 

Une première question très élémentaire est la recherche des 
intégrales communes à deux équations linéaires. Soient 


dm y dm—1 V 

dam +1 Tan le is + PmY = O, 
dry d'i-1 

FrpRR +91 ARRET etes 1 ni 0) 


deux équations linéaires dont, pour abréger, nous désignerons 
les premiers nombres par P et Q. 

La méthode suivante, donnée autrefois par M. Brassine, conduit 
de la manière la plus élégante à la formation de l'équation dif- 
férentielle linéaire dont les intégrales sont les intégrales communes 
aux équations précédentes. Soit m Zn et posons m — n =. On 
peut déterminer des fonctions r4, r2,..., 1, de x telles que la dif- 


férence 
pe (Q(b + 74 Q'u-1 Are tr ru Q), 


où Q'H désigne la dérivée d'ordre  deQ, et où y est pourle moment 


(*) Cette extension du théorème de Lagrange a été donnée par M. Vessiot dans 
son intéressante thèse (déjà citée page 508) Sur les équations différentielles li- 
néaires; nous aurons à revenir sur ce travail dans la dernière Section de ce Chapitre. 
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une fonction arbitraire de +, ne contienne plus de dérivées de y 
d'ordre égal ou supérieur à n. Ces coefficients r s’obtiennent 
manifestement de proche en proche. 

Nous pouvons donc écrire l'identité 


P= QUE 7 QU-D +, ,+ ruQ + run R, 


R désignant une expression différentielle analogue à P et à Q, où 
le premier coefficient est l'unité, mais renfermant au plus la dé- 
rivée d’ardre nr — 1. 

Les solutions communes à 


Pr 9) 026 


sont communes à 
Q =, R =, 


et inversement. On continuera ainsi, de proche en proche, par ce 
même procédé qui rappelle la recherche du plus grand commun 
diviseur, et, quand lereste sera nul, la dernière expression employée 
sera l'équation différentielle donnant les solutions communes aux 
deux équations proposées. 

On pourrait encore suivre une méthode qui rappelle la mé- 
thode suivie en Algèbre et basée sur la théorie des fonctions 


symétriques. Soit 
SE TN L'ILE US AT 


un système d’intégrales fondamentales de l'équation P. On devra 
avoir, pour des valeurs convenables des constantes C, 


Q(C171 a C2 ya Tarot CAVE) — O, 
c’est-à-dire 
Ci1Q(ÿ1) + Gr Q (72) +... + Cm Q(Ym) = 0, 


et, par suite, on aura 


Q(Yy1) Q(Yy2) AAC Q(Y m ) 
dQ(y1) dr) dQ(ym) 


dx dx dx 


lp Q (Y1 ) dm—1 Q(y2) Fa dm—1 Q Cr ) 


| dxn—1 dxm—1 dxm—1 


Or, cette expression est une somme de déterminants de la forme 
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de ceux que nous avons considérés au $ 2. L'expression précé- 
dente est donc égale à une fonction entière des p, des gq et de 
leurs dérivées, multipliée par e-{P.4*, et nous obtenons donc ainsi 
la condition cherchée. 


15. Arrivons maintenant à la notion importante de la réducti- 
bilité d’une équation différentielle linéaire. M. Frobenius a, le 
premier, appelé l'attention sur cette notion (!); considérant une 
équation différentielle linéaire à coefficients uniformes, l'éminent 
géomètre définit son srréductibilité en disant qu’elle n’a de so- 
lution commune avec aucune équation linéaire de même nature, 
mais d'ordre moindre, en faisant abstraction de la solution y = 0, 
et 1l donne à ce sujet divers théorèmes d’un grand intérêt. 

Cette notion d’irréductibilité n’est pas bornée, d’ailleurs, à une 
équation linéaire. Envisageons une équation différenuelle algé- 
brique 


dy dm y 
fr Po + TX) me 
où f est un polynôme par rapport à y el ses dérivées, les coeffi- 
cients étant des fonctions uniformes de æ dans tout le plan. 
L’équation précédente sera dite érréductible, si elle est algébri- 


dm 


quement irréducuble par rapport à PE c’est-à-dire si f n’a pas 


dm y 


dx” 


dm-1y 
? dxm-1 


plus, elle n’a aucune intégrale commune avec une équation diffé- 


de diviseurs de moindre degré en avec des coefficients ra- 


tionnels par rapport à y, ... et uniformes en +, et si, de 


rentielle de même forme et d'ordre moindre. 

Quelques remarques générales se déduisent immédiatement de 
cette définition. Je suppose qu’une équation ne soit pas irréduc- 
uüble; l'équation a alors par définition au moins une intégrale 
commune avec une équation 


h 
e[Gœyr À Ti] = (hk < m)) 


- | LZ 
dx dx! 


(*) FRoBENIUS, Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der li- 
nearen Difjerentialgleichungen (Journal de Crelle, t. 76). 
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qu'on peut supposer algébriquement irréductible par rapport à 
dhy 
dx! 

Des équations f etvw, on peut tirer une nouvelle équation 4 
d'ordre } — 1 au plus, à laquelle satisferont les solutions com- 
munes à / et ®; il suffit de se servir de l’équation + pour faire dis- 
paraître dans f toutes les dérivées d’ordre supérieur à 2 — 1. Si 
l'équation Ÿ n’est pas une identité quel que soit y, on raisonnera 
sur © et Ÿ, comme on a raisonné sur f et et finalement on arri- 
vera à une équation différentielle telle que toutes les solutions 
de y appartiendront à f; il peut arriver d’ailleurs que l'équation 
différentielle y — o soit d'ordre zéro, c’est-à-dire se réduise à une 
équation algébrique en y. Nous voyons donc que, quand une 
équation n'est pas irréductible, ilexiste toujours une équation 
différentielle d'ordre moindre dont elle admet toutes les inté- 
grales. 


Le même mode de raisonnement permet d'établir de suite une 
proposition analogue à un théorème de la théorie des équations : 
Si une équation différentielle a une intégrale commune avec 
une équation différentielle irréductible, elle admettra toutes 
les intégrales de cette dernière. 


16. Nousrenverrons, pour le développement des considérations 
précédentes, au Mémoire cité de M. Frobenius; on peut se placer 
à un point de vue plus restreint, mais qui se rapproche davantage 
du point de vue algébrique. Prenons d’abord, avec M. Kænigs- 
berger (!), une équation différentielle algébrique 


dy dmy 
dx” dem 
sera dite rréductible si elle est algébriquement irréductible 
dmy 
dx 
rent dans l’équation, et si celle-ci n’a aucune intégrale commune 


où f est un polynôme en x, y, - Une telle équation 


quand on regarde comme fonction des autres lettres qui figu- 


(:) KŒNIGSBERGER, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen mit 
einer unhabangigen Variabeln, page 155. 


C2 
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avec une équation différentielle de même forme et d'ordre 
moindre. 

Si l'équation f — o est linéaire et homogène à coefficients al- 
gébriques de x, on peut prendre la définition que nous venons 
d'indiquer, et cette manière d'envisager la réductibilité des équa- 
tions linéaires est importante dans plusieurs questions. On peut 
aussi, se plaçant à un point de vue plus restreint, exiger que la 
seconde équation différentielle soit également linéaire et homo- 
gène. Ainsi, nous restreignant d’abord aux équations linéaires à 
coefficients rationnels, nous dirons qu’une telle équation est ré- 
ductible quand elle a une intégrale commune en dehors de y = 0, 
avec une équation linéaire d’ordre moindre et à coefficients ration- 
nels ; nous savons que dans ce cas elle possédera toutes les inté- 
grales d’une équation d’ordre moindre et de même forme, comme 
il résulte des remarques générales du paragraphe précédent. 

En se bornant aux équations que nous venons de considérer en 
dernier lieu, il est possible de reconnaître si une équation linéaire 
à coefficients rationnels est réductible; c’est ce que nous allons 
montrer (!). 

Nous ferons voir d’abord que tout revient à reconnaître si 
une équation linéaire à coefficients rationnels admet une inté- 
grale dont la dérivée logarithmique soit rationnelle. Supposons, 
en effet, que l’équation soit d'ordre n, et que g de ses intégrales 
linéairement indépendantes (g L'n) satisfassent à une équation 
linéaire d’ordre qg à coefficients rationnels. On considère le déter- 


minant 
DEL E dY à 
A=|—— 3; —— y ee) — T1 
LINCR AT dx" v=0/1,...91 
et les déterminants en nombre q 
WY1 Ye Ya 


Aus 


2 2 LZ LE } 
V V 
dx dx da V=0,1,...,9—À—1,9—X+41,..,q 


correspondant à À —1,2, ..., g. Si Yi, Vas + > J'y saUsiont à 


(') Outre le Mémoire de M. Frobenius, je citerai encore, relativement à cette 
question de la réductibilité des équations linéaires, un Mémoire de M. Ivar BEN- 
DIXSON, dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Stockolm 
(février 1892) et un article de M. E. BEKkE (Math. Annalen, tome 45). 
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. « , G; A) 
une équation d'ordre qg à coefficients rationnels, les rapports e 


seront rationnels ($ 10 de ce Chapitre), et A, est de la forme 


efr@)dæ, Ja fonction r(x) étant rationnelle; il s’ensuit que les A; 
seront de même forme. Or nous pouyons former une équation 
linéaire E) à laquelle satisfait 

A) 


en regardant ce déterminant comme une fonction des intégrales 
de l'équation initiale d'ordre n; l'équation E; devra admettre une 
intégrale dont la dérivée logarithmique sera rationnelle. Ainsi les 
4 +1 équations, faciles à former, 


Es vEr CRT Per ON) 


admettront chacune une intégrale à dérivée logarithmique ration- 
nelle. 

Quand on aura vérifié ce point, on aura, avec les intégrales 
trouvées des équations E, et E), la ou les valeurs possibles de A, 
et de À) et par suite de leurs quotients. On devra pouvoir les as- 
socier de manière que les quotients 


A1 

A 
soient rationnels ; pour chacune des équations linéaires d’ordre 9, 
que l’on aura ainsi formées, il restera à reconnaître si son inté- 
grale générale satisfait à l'équation donnée, opération que nous 
savons effectuer. 

On voit donc que nous sommes ramené à reconnaître si une 
équation linéaire donnée, à cofficients rationnels, admet une inté- 
grale dont la dérivée logarithmique est rationnelle : c’est le pro- 
blème que nous allons traiter. 


17. Il suffira de prendre l’équation du troisième ordre 


—+ Rp: ra + P, 


Êy d 
dx? dr 


dx 
les P étant des fonctions rationnelles de +. On peut d’abord s’ar- 
ranger, par un changement linéaire de variables, de façon que le 
point à l'infini soit un point ordinaire pour les intégrales. En 
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posant ensuite 
(/ A A , 


HE 
on a pour w l'équation du second ordre 


d?1 
LORS Re Hu Pi Pau + P3 = 0. 


uw pourra avoir comme Se les points singuliers de l’équation 
différentielle et aussi d’autres points du plan. L'ordre de multipli- 
cité # de tout pôle de w est limité, car il faut que l’ordre de mul- 
uplicité 3 d’un pôle de u* ne dépasse pas l’ordre de multiplicité 
d'au moins un des autres termes; ce qui donne pour Æ une limite 
supérieure. Décomposons w en fractions simples. Les pôles autres 
que les points singuliers de l’équation différentielle sont néces- 
sairement des pôles simples, leur résidu étant égal à un ou deux, 
suivant qu'ils correspondent à une racine simple ou double de y, 
une racine triple n'étant pas possible en un point non singulier. 
Désignons par R(zx) la partie de la fraction rationnelle relative 
aux points singuliers de l’équation, nous aurons 


les a n'étant pas des points singuliers de l'équation différentielle. 


On a pour R(x) 


LE. Tan B: 
R(æ) = Deer D To 08e SERRE 


Il n’y a pas dans &# de partie entière, d’après l'hypothèse faite 
sur le point à l'infini. Les degrés X de multiplicité sont limités et 
les B peuvent donc être calculés de proche en proche par substi- 
tution dans l'équation donnant w. On peut poser . 


y = ef R (x) dx 


v désignant un polynôme. En faisant cette substitution dans l’équa- 
tion linéaire, on aura à reconnaître si l'équation linéaire en ? ainsi 
obtenue admet un polynôme pour intégrale, ce qui ne présente 
aucune difficulté. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 529 


18. Prenons, comme exemple particulier, l'équation différen- 
uelle hypergéométrique, et cherchons dans quel cas elle est ré- 
ductible. Soit donc l’équation 


dy 


rar) dx? 


+= +8 ne] À — 287 = 0. 


Si elle est réductible, il y aura une intégrale y telle que le quo- 
4 
tient ire sera rationnel. Pour simplifier les calculs ultérieurs, dé- 


signons par w, non pas + mais l'expression 


RES SPA LE Au) dant dE 


Y 2T(1—T) 
On forme immédiatement l'équation de Riccati, donnant w, 


du h; ha k Ka 
UE = prete oO: 
dx Ur) æ? 1—X  (1—x} 


où l’on a posé 


bn = & = — 08 — 77 


Si la fonction rationnelle w a un pôle distinct de zéro et un, ce 
pôle sera nécessairement du premier ordre. Il en est aussi de même 
des pôles o et r, et l’on a nécessairement 

P ) 


A1 do g (x) 
œ [— g(æ)’ 


, A k . , ù . CE 
g(æ) étant un polynôme; il n’y a pas dans w de partie entière, 
car w doit s’annuler pour x — d’après la forme de l’équation. 
La substitution donne 


C 2 C 
ia (1) RES 
DA D 


Y—a—$8—1\2 J—a—8—7 
23e = (IE) VAE PURE? à MEET IA 


2 


Nous obtenons donc pour «, deux systèmes de valeurs, et aussi 
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pour œ» 
PRRRRTE ad —1— À, 
2 2 
Yv—a—6B8—; YV—a—$8 —1 
Un = — — s ? ah Er INR is, 
* 2 pe 2 


En substituant dans l'équation hypergéométrique, nous avons, 
pour déterminer le polynôme g(x), l'équation 


T(i—r)g +o[u(1— x) +<oarw]g + (aa + hM)g = 0. 
Si n désigne le degré de g(x), on aura 
—N(R—1) +2 n(49 — @1) + 2402 —a8 — Fy(y — 2 — 8 —1) —=0. 


Nous pouvons adopter pour &, et 4; quatre combinaisons; ce 
qui nous conduit pour 7» aux huit valeurs 


—d,. —0+1, a", 


MITA 


8 —B+n Br, By. 


Donc, la condition nécessaire et suffisante pour que l’équa- 
tion différentielle hypergéométrique soit réductible, est qu'une 
des quatre grandeurs 


e x 
a PER 


soit un entier négatif. 


19. Nous nous sommes borné Jusqu'ici aux équations à coef- 
ficients rationnels. On peut définir, d’une manière plus générale, 
un domaine de rationalité. Soit un certain nombre de fonctions 


&(r);t de), Mise ( 


telles qu'aucune d’ellesne puisse s'exprimer par une fonction ra- 
tionnelle de x, des autres fonctions et de leurs dérivées: nous 
considérons, comme faisant partie d’un domaine de rationalité, 
l'ensemble des fonctions rationnelles de x, des a(x) et de leurs 
dérivées. Dans ces conditions, la définition de la réductibilité se 
posera comme plus haut et, ici encore, l’on pourra se placer à 
deux points de vue, suivant que l’on demandera ou non que 
l'équation ait une intégrale commune avec une équation d'ordre 


PAPE 
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moindre, linéaire ou non linéaire, les coefficients des dérivées 
étant d’ailleurs dans les deux cas, pour les équations différentielles 
considérées, des fonctions de x appartenant au domaine de ratio- 
nalité. Il est clair que nous ne pouvons songer, sans particulariser 
les fonctions a(æx), à résoudre le problème traité dans les para- 
graphes précédents pour le cas où le domaine de rationalité se 
réduisait aux fonctions rationnelles de x. Une étude spéciale sera 
à faire dans chaque cas. 


IV. — Groupe de tranformations d’une équation différentielle 
linéaire. 


20. Nous allons voir maintenant comment on peut étendre aux 
équations différentielles linéaires le théorème fondamental de Ga- 
lois, relatif aux équations algébriques, que nous avons exposé dans 
la Secuon III du Chapitre précédent (!). 

Prenons d’abord, pour plus de simplicité, le cas d’une équation 
linéaire à LP EE rationnels 


di V dm-1 V 


LE Dee NE TS === 
dx Ru t dæri-1 °° PA ANA Gs 


(7 


et désignons par y, Jo, «.., Ym Un système fondamental d’inté- 
grales. Soit l'expression 


V =— Ui Vi —— U) V2 SL En Un V'm; 


où les zx sont des fonctions rationnelles arbitrairement choisies 
de æ. Cette fonction satisfait à une équation linéaire d'ordre m°? à 
coefficients rationnels, équation qui se forme immédiatement, en 


exprimant 
adV dm V 


L L2 . LA 2 DUR FOR) 
dx dx 


(:) J'ai montré pour la première fois comment on pouvait étendre aux équa- 
tions différentielles linéaires la théorie de Galois dans une Note des Comptes 
rendus (Sur les groupes de transformations des équations linéaires; avril 1883). 
Voir aussi un Mémoire plus développé (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, 1887); je suis revenu récemment sur cette question dans les Comptes 
rendus du 8 octobre 1894 et du 2 décembre 1895. 
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à l’aide des dérivées des y jusqu’à l’ordre m—1. Entre les 
m? + 1 équations ainsi obtenues, il suffira d'éliminer les y et leurs 
dérivées pour avoir l'équation cherchée, que nous désignerons 


par (E), 


dm°\V TAN 
(E) 2 


Lu > T — 
PATE el PTT PTT e role P »2 V —10; 


Cette équation a pour intégrales les fonctions 
ui Vk (1, RS ARE TOR PER 


Si les w sont pris arbitrairement, ces m? dernières fonctions sont 
bien linéairement indépendantes (1); il suffit, pour le faire voir, 
de prendre un cas particulier. Supposons que æ — 0 ne soit pas 
un point singulier de l'équation différentielle, nous prendrons 


three a;æU—lm, 
les « étant des constantes arbitrairement choisies. S'il y avait une 


relation linéaire et homogène à coefficients constants entre les 
UjYk; NOUS aurions À 


i=m 


ù MAR (na ÿ1 + a Va ++ kimIm) = 0) 


ét 


les m? constantes À n'étant pas toutes nulles. Or, en égalant à zéro 
dans ce développement les coefficients de 


DIV PR: CHAR PETER TETRS 
nous obtenons »# équations homogènes entre 


À ua, À 0; s'est Aime 


Leur déterminant est la valeur du déterminant 


pa ÿ'2 J'm 

CAT dy a dir 

dx dx dx 
dm—17 drn—1 Va dm—1y,, 


dxm-i dxi-1 "+ dx'n—1 


(') J'avais regardé ce point comme évident; la démonstration si simple du 
texte a été donnée par M. Beke dans une Note des Math. Annalen (Tome 46). 


— RS 
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pour æ—0o; or cette valeur est différente de zéro, puisque le 
système des y est un système fondamental et que l’origine n’est 
pas un point singulier de l'équation différentielle. On en con- 


clut que 
NT MS ENT ini — O. 


En passant ensuite aux puissances æ”, ..., x?"-1, on démon- 


trera que 
has —= 90 eee — Ke 0 


et, d’une manière générale, l’on arrive à la conclusion que tous 
les À sont nuls, ce qui est absurde. 

De ce que les w;yx sont linéairement indépendants, on conclut 
qu'au moyen des expressions de 


dV dm1V 


A RA EN daxmi-1 


en fonction linéaire des y et de leurs dérivées jusqu’à l’ordre 
m —1, on peut ürer, par la résolution d'équations du premier 
degré, les valeurs des y et de leurs dérivées en fonction de V et de 
ses dérivées ci-dessus; car, dans le cas contraire, on pourrait 
former pour V une équation linéaire d’ordre m°? — 1 au plus, et 


entre les m? quantités 
UV} 


existerait donc une relation homogène et linéaire à coefficients 
constants, contrairement à ce que nous avons établi. 

Nous aurons donc en particulier, pour y1, V2, ..., Ym des ex- 
pressions 


dV dm°-1V 
Vi=uV+ a pre ne dxm=1? 
CR ere A 


l 
Le 
=) 
+ 
> 

D 
+ 


CRC 


. + As 


D ——— » 
M Qrmi—1 


dm°-1V 
dx?—1 L 


où les à, 5, ..., À sont rationnels en x. 
À toute intégrale de l’équation (E) correspond un système d’in- 


tégrales y1, V2, ..., Ym de l’équation proposée (5); ce système 
pourra n'être pas fondamental. Cela arrivera si le déterminant 
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des y et de leurs dérivées jusqu’à l’ordre m — 1 est nul; en écri- 
vant ceci, on obtiendra une certaine équation en V 


y 4V dev \ 
(w) e (+, ani Sel OU = 0» 


le étant au plus égal à m?— 71. On aura donc un système fondamental 


NS CES IP TEE 2 


si l’on prend pour V une intégrale de l'équation (E) ne satisfai- 
sant pas à l’équation (v). 

Ceci posé, il arrivera, en général, c’est-à-dire si équation (5) 
est prise arbitrairement, que l’équation (E) n’aura aucune solu- 
tion commune avec une équation différentielle (linéaire ou non 
linéaire) à coefficients rationnels, d’ordre inférieur à m°?, st l’on 
fait abstraction des solutions qui satisfont à l'équation ©. 

Mais il pourra, dans certains cas, en être autrement; supposons 
donc que l’équation différentielle d’ordre p 


dv AA 
20 


AM PTT TRI TS 
dx dx? 


(f) f(a,v, 


\ / 


remplisse cette condition, f étant un polynôme. Parmi toutes ces 
équations, considérons celles qui sont d’ordre moindre, et pre- 
nons l’une d’elles que nous continuerons à désigner par la lettre f: 
Nous pouvons supposer l'équation f algébriquement irréductible 


. dP ; : > / 
par rapport à 7; il est clair alors que toute solution de f qui 


n'appartient pas à © satisfait à E, car, dans le cas contraire, on 
pourrait déduire (par un procédé dont nous avons bien des fois 
fait usage), des équations (E) et (f), une équation d'ordre moin- 
dre, qui ne serait pas certainement une identité, et à laquelle sa- 
usferait la solution commune à (E) et à (f). 

Soient ÿ1, Vas + ++ Ym le Système fondamental correspondant à 
une certaine solution de l'équation f(solution n’appartenant pas 
à w),et Yi, Yo, ..., Ym le système correspondant à la solution 
générale de la même équation; on aura 


F = A Vi r do Ve +... + dim ms 


Ya da1V1 FT 2Ya tr... + dom Y m3 


(S) 


di Sas CIO UOR PANI.-40S PE j 
Yn = dm Vi dmV2+ +. + AnmmI me 
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Les coefficients « dépendent seulement de p paramètres arbi- 
traires, et nous allons voir facilement qu'on peut les considérer 
comme des fonctions a/gébriques de p paramètres arbitraires. En 
effet, considérons l'intégrale générale de l’équation 


. dV drV 
ACER Tr) O, 


celte intégrale générale sera nécessairement de la forme 
V= avi + ave +... + XmVm?, 


les 6 étant m°?solutions linéairement indépendantes de l'équation E. 
En écrivant que cette expression de V satisfait à l'équation f, nous 
obtiendrons des relations nécessairement algébriques entre les 
constantes 4, el comme 1l doit rester p arbitraires, les à& seront des 
fonctions algébriques de p constantes arbitraires. Donc dans 


V4 Y>, QUE CR V 


figureront algébriquement p constantes, et, par suite, si Me 
V2 ++, Ym désignent un système fondamental correspondant à 
une solution particulière de f, les coefficients de la substitution, 
désignés plus haut par à, dépendront d’une manière algébriquè 
de p paramètres arbitraires que nous appellerons les para- 
mètres À. Les relations algébriques ainsi obtenues entre les & ex- 
priment que si les y correspondent à une solution arbitraire de 1 
les Y déduits de (S) correspondront aussi à une solution de dé 
Dans ces conditions, il est évident que si l’on considère deux sub- 
situtions, telles que (S), correspondant à deux systèmes distincts 
de valeurs des paramètres }, le produit de ces deux substitutions 
sera une substitution de même forme, les paramètres À étant repré- 
sentés par un troisième système de valeurs. Les substitutions (S) 
forment donc un groupe continu de transformations; nous dé- 
signerons par G ce groupe conüunu et algébrique de transforma- 
tions linéaires, et nous l’appellerons Le groupe de transforma- 
tions (!) relatif à l'équation linéaire. Dans les deux paragraphes 


D 0 on 


(*) Comme cas très particulier, il peut arriver que l’équation f soit d’ordre 
zéro, c’est-à-dire que V soit une fonction algébrique de æ; l'intégrale générale 
de l’équation linéaire sera algébrique, et le groupe de transformations est alors 
un groupe jént qui ne dépend d’aucun arbitraire, 

P. — III. 36 
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suivants nous représenterons Par Ya Vas +. Ym UN système 
fondamental correspondant à une solution de f. 

Faisons encore la remarque très importante, dont la démonstra- 
tion est immédiate, que l’intégrale générale de l'équation (f) 
peut s'exprimer linéatrement en fonction d’une intégrale par- 
ticulière et de ses dérivées, les coefficients de cette léxpression 
linéaire étant des fonctions rationnelles de + dépendant dé p con- 


stantes arbitraires. 


21. On peut établir, à l'égard de ce groupe, la proposition sul- 
vante qui rappelle le théorème fondamental de (Galoiïs dans la 
théorie des équations algébriques : | 

Toute fonction rationnelle de x, dé yy)y384 19P#hrétide 
leurs dérivées, s'exprimant rationnellement en fonction delx, 
reste invariable quand on effectue sur Yi, Yes °5Ym les sub- 
stitutions du groupe G. tQI 

En parlant d’une fonction des y restant invariable, nous enten- 
dons que cette fonction reste la même fonction de la variable +. 
Cette invariabilité est donc l’analogue de l’invariabilité numé- 
rique de la théorie des équations. 

Considérons une fonction des y et de leurs dérivées jouissant 
de la propriété indiquée dans l'énoncé; en y remplaçant y1, 
Vas ee, Ym par leurs valeurs en fonction d’une intégrale V de /, 
qui n’appartienne pas à +, et désignant par R(x) la fraction ra- 
tionnelle de x à laquelle est égale, par hypothèse, notre fonction, 


on aura l'équation 


dV dapV ( 
(8) Favre der) = 


F étant rationnelle. Cette équation se trouvera donc vérifiée pour 
une certaine solution V de f n’appartenant pas à o. Elle le sera 
par suite pour toutes les solutions de f, qui n’appartiennent pas 
à; en effet, dans le cas contraire on pourrait, de l’équation (8) 
et de l'équation 


Ok 


dV dr V 
10 V. IV f °epra Tr) 


ue nous supposons de degré ar rapport PR ARE algébrique- 
q PP gré HP PP Axe geprique: 


ment irréductble par rapport à cette dérivée, tirer uné seconde 
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MORT dPN)e 
PA Ne Aa de ai Pb EST 


\,/ } + dPN\ : i Re A Lo 
de degré & au plus, par rapport à me Va fonction V satisfait à 


équation 


: 


ces deux équations; si l’équation 7,n'est pas une conséquence de 
l'équation f,.on pourra obtenir une équation différentielle algé- 
brique d'ordre moindre que p à laquelle satisfera V, ce qui est 
contre nos hypothèses sur f. Il faut donc que 7 soit une consé- 
quence def; c’est-à-dire que toute solution def, ne satisfaisant 
pas à 9, vérifie la relation (8): Du moment, d’ailleurs, que la solu- 
uon générale de f vérifie (8), il en sera certainement ainsi pour 
toute, solution particulière, et, notamment, pour celles qui satis- 
font à w, s’il en existe. La restriction ne se trouve donc utile que 
pour Je raisonnement. 

Dire que la fonction F garde la même valeur R(x) pour toute 
solution de f, revient à énoncer que la fonction rationnelle con- 
sidérée de x, des y et de leurs dérivées ne change pas quand on 
effectue sur y, Yo, +.., Ym les substitutions du groupe (x, et le 
théorème est alors démontré. 


22. A ce théorème, on doit joindre une réciproque. 


Toute fonction rationnelle de x et d’un système fonda- 
mental Yi; Vos +4: Ym et de leurs dérivées, qui reste inea- 
riable par les substitutions du groupe G, est une Jonction 


rationnelle de x. 


re dy . . . 
RD Vas er Vi > + june fonction satisfaisant 


aux conditions de l’énoncé; il faut montrer que, si l’on met à la 
place de y, ÿ2, ..., Yn un certain système fondamental, la fonc- 
uon ® sera une fonction rationnelle de x. Or, remplaçons les y 


et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de V, nous aurons 


B=F{#, V, —, en ——— 

\ VA 
Je dis que, si l’on prend pour V une intégrale de f, n’apparte- 
nant pas à ©, celle expression sera une fonction rationnelle de x. 
Remarquons d'abord'que, d’après Phypothèse faite sur ®, la 
fonction F(x, V....) représentera la même fonction de æ, quelle 
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que soit la solution V de l’équation f n’appartenant pas à ©, et, 


par suite, pour l'intégrale générale V de /. Or, soit encore y Île 
À ‘4 4 dP V 0 0 
degré de f par rapport à rs pour des valeurs arbitraires don- 


nées à 
dV db-1V 


: 
ES PT PE 
dx dxP—1 


T, Ÿ;, 


; S : ARS deb V 
l'équation f = 0 a y. racines distinctes en -—: En se servant de 
VA 


; Ur. 
l'équation f, on peut supposer que dans F la dérivée Er ne figure 


qu'au degré u — 1 au plus. Gette substitution faite, F devient une 
fonction 


STORE Ca 


dx? 


rationnelle par rapport aux 'ettres dont elle dépend et contenant 
dP\V 
dx? 
nominateur. Comme pour une valeur donnée d’ailleurs ,quel- 


à la puissance u — 1 au plus dans son numérateur et son dé- 


conque de x, la fonction F, prend la même valeur pour toutes 
les valeurs des constantes arbitraires figurant dans l'intégrale gé- 
nérale de l’équation /, il s'ensuit que, dans les)mêmes condi- 
tions, la fonction F, prend la même valeur pour toutesles valeurs 


d 
de \ x a° ue Le 


.) —— satisfaisant à la relation 
dxP 


LAND dr: 
Hero annel 


4 ’ », ci ’ Q « drNV 0 
de degré u et algébriquement irréductible par rapport à 7%; 1] 
faut donc que F, ne dépende que de x. La fonction ® est donc 
une fonction rationnelle de x, comme nous voulions l’établir. 


93. Les deux théorèmes précédents sont entièrement analogues 
aux théorèmes fondamentaux de Galois étudiés dans la Section III 
du Chapitre précédent. On voit que les groupes de substitutions 
linéaires et algébriques remplacent dans cette théorie les 
groupes de substitutions entre n lettres. | 

Pour une équation linéaire arbitrairement donnée, l'équation E 
correspondante n'aura aucune solution commune avec une équa- 
tion algébrique d’ordre inférieur à m#?, cette solution n’apparte- 
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nant pas à l'équation ©. L’équation désignée par f se réduit alors 
à l'équation E elle-même ; le groupe de transformations de l’équa- 
uon différentielle est alors l’ensemble des substitutions linéaires 
effectuées sur y, Yo, ++, Ym C'est un groupe à »m? paramètres. 

Quand le groupe G est un groupe à moins de mn? paramètres, 
l'équation est une équation particulière : elle est caractérisée 
par ce fait qu’il existe au moins une fonction rationnelle 
DENT I TA PO CORRE Vm et de leurs dérivées, égale à une fonc- 
tion rationnelle de x, cette relation n’ayant pas lieu quel que 
soit le système fondamental y,,Yo, +, Ve 

«Substituons, en effet, dans 


dV dr V 
FAN E en) 


à la place de V, l'expression wiYi + Ua... + UmYm; NOUS 
obtiendrons une fonction rationnelle des y et de leurs dérivées 
quiné sera pas identiquement nulle, quels que soient les éléments 
du système fondamental y, Ya, +++, Ymy et Qui, pour certains 
Systèmes fondamentaux, se réduira à zéro, et pourra donc être re- 
gardée comme une fonction rationnelle de x. 

Inversement, supposons qu'entre les éléments d’un certain sys- 
tème fondamental yi, V2, +::,Y» On ait la relation 


dyi 
X Abus LU NE RS NS re 
qui ne soit pas vérifiée pour un système fondamental quel- 
conque. 

Enremplaçant les y par leurs valeurs en V, V étant une inté- 


grale de E ne satisfaisant pas à ©, on aura 


FAC Re 
dx dxk ; 

Æ étant au plus égal à m?— 1. Cette relation ne se réduira pas à 
une identité, car alors la relation + serait vérifiée quand on fait 
sur les y une substitution quelconque. On a donc une équation 
d’ordre moindre que m? à laquelle satisfait une solution V deE, 
n’appartenant pas à ®, et, par suite, le groupe de l’équation 
n'est pas le groupe général à m? paramètres. Ces remarques 
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sont entièrement analogues à celles que nous avons faites pour 
les équations algébriques (Ghapitre précédent, $ 17). | 

24. Nous avons donné au groupe que nous venons de trouver le 
nom de groupe de transformations, pour le distinguer du groupe 
que l’on désigne sous le nom de groupe de l’équation linéaire 
(page 288) et qui est relatif aux substitutions qui correspondent aux 
différents chemins suivis par la variable. Cé dernier groupe n’estpas 
un groupe continu, je véux dire qu'il ne dépend pas de paramètres 
arbitraires. Faisons la remarque très simple; mais qui m'estpas 
sans intérêt, que le groupe de l'équation est contenu parmi les 
substitutions du groupe de transformations. Geci résulte 1m- 
médiatement de ce que ce derniér groupe correspond ätla substui- 
tution d’une intégrale quelconque de l'équation fa unelautre 
également quelconque. Si, en particulier, ces tdeuxtintégrales 
sont deux déterminations différentes d’une même intégrale cor- 
respondant à des chemins différents, on aura une substitutron-du 
groupe de l’équation, et elle sera bien contenue dans le groupe 
de transformations. | 


25. Nous avons dit que, parmi les équations / d’ordre-moindre 
p; on prendrait l’une d’elles; mais on doit nécessairement se 
demander quelle conséquence :entraînerait, pour le groupe de 
transformations de l'équation différentielle, la substitution d’une 
équation f à une autre équation, que nous désignerons par f\. 
Cherchons les relations qui peuvent exister entré les-intégrales 
de ces deux équations d'ordre p 


HT FA; 0E SAONE 


Puisque V, est une fonction linéaire des y, et que celles-ci 
s'expriment aussi linéairement à l’aide des V'et de leurs dérivées, 
nous aurons pour V, une expression linéaire par rapportà Viet 
ses dérivées. Si donc nous considérons deux intégrales déter- 
minées # et 6, de ces équations, n’appartenant pas à #, onaura 


ds 
Pi = àv + $ A AQU RTS 
dx 


4 et $ étant des fonctions rationnelles de æ. Or, considérons 


md 


- : ét 
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d'autre part l'expression 


(T) Wa N ER APR 


V étant, l'intégrale générale de f; elle satisfera à une équation 


d'ordre P 


JaCW)= 0: 


Les deux équations /\ et / ont une intégrale commune, n’ap- 
partenant pas à &, à savoir p,. Il faudra donc que l'équation 
fa(W).coïncide avec l'équation f(V,:)—=10, puisque autrement 
e, :sausferait à une équation, différentielle algébrique d'ordre 
moindre que p: 

On voit donc.la dépendance qui existe entre les deux équations 
fret f5 l’une est simplement la transformée de l’autre. D'autre 
part, transformer l'équation, f au moyen de la substitution (T) 
considérée ci-dessus, c’est substituer seulement un système fon- 
damental d’intégrales à un autre et, par suite, le groupe de trans- 
formations que nous aurait donné l'équation f, est le transformé 
de celui que nous a donné l’équation f au moyen d’une sub- 
stitution linéaire convenable effectuée sur les y. Les deux 
sroupes doivent être regardés comme identiques. 


26: Nous avons examiné uniquement jusqu'ici le cas d’une 
équation à coefficients rationnels. Nous pouvons supposer que les 
coefficients de l'équation différentielle appartiennent à un do- 
mainede rationalité plus étendu.On peut supposer, comme nous 
l'avons fait dans l’étude de la réductibilité (Section IL), que l’on a 
un certain nombre de foncuons 


dt); dit), .::, ax) 


telles qu'aucune d’elles ne puisse s'exprimer par une fonction ra- 


tionnelle de x, des autres fonctions et de leurs dérivées jusqu’à 


un ordre quelconque. On considère, comme faisant parue du 
domaine de rationalité, l’ensemble des fonctions rationnelles de x, 
des a(x)} et de leurs dérivées. Les diverses équations différentielles 
que l’on aura alors à considérer devront être des équations diffé- 
rentielles algébriques dont les coefficients seront fonctions ration- 
uelles de x, des a(x) et de leurs dérivées. Telle sera en particulier, 
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quand elle existera, l'équation f(V) = 0, qui joue dans la théorie 
précédente le rôle essentiel; au domaine donné de rationalité 
correspondra un groupe de transformations pour l'équation 
linéaire: 

27. Nous devons immédiatement faire une remarque. qui ac- 
cuse, malgré bien des analogies, une différence importante au 
point de vue des applications entre la théorie que nous venons de 
développer et la théorie de Galois sur les équations algébriques. 
Dans cette dernière, la résolvante irréductible pouvait être trouvée 
par des calculs toujours effectuables, une fois donné le domaine de 
rationalité. IL en est tout autrement dans la théorie actuelle; nous 
concevons seulement l’existence de cette équation différentielle , 
de telle sorte que le groupe de transformations, pour une équation 
donnée, ne peut pas être obtenu par des opérations susceptibles 
d’être régulièrement effectuées. Il en résulte qu'en général on de- 
vra, au point de vue pratique, commencer par chercher tous les 
types de groupes algébriques de transformations linéaires ét ho- 
mogènes pour un nombre de variables égal à l’ordre de l'équation 
différentielle ; d’après ce que nous avons dit plus haut sur les 
groupes en général, on se rend compte que l’on possède des prin- 
cipes sûrs pour effectuer cette recherche, si pénibles et longs que 
doivent être les calculs à faire. Il reste alors à reconnaître si un 
groupe déterminé est le groupe de transformations.de l'équation 
différentielle. | 

Soit G un tel groupe; d’après ce que nous avons vu ($ 11), nous 
pouvons former une fonction rationnelle 


dy; 
R (2 V5 Vases Von HER . x) 


restant iInvariable quand on effectue sur les y les substitutions du 
groupe G, mais qui n’est pas un invariant pour un groupe d’un 
plus grand nombre de paramètres. Nous avons vu, d’autre part 
($ 13), que cette fonction satisfaisait à une équation différentielle 
algébrique E d’ordre n°? — 9, en désignant par p le nombre de pa- 
ramètres du groupe G, les coefficients de cette équation étant des 
fonctions symétriques des y. A l’endroit cité, les y étaient des fonc- 
uons arbitraires; ici ce sont des intégrales de l'équation linéaire 


Miss an TE fe “SC 
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donnée ; maissil’on prendau hasard une fonction R jouissant de la 
propriété d'invariance indiquée, on peutencore affirmer qu’elle ne 
sera pas invariante pour un groupe d'un plus grand nombre de pa- 
ramètres, les y formant un système fondamental de l'équation h- 
néaire. Ceci dit, supposons que l’équation donnée soit à coefficients 
rationnels; ayant pris le groupe G et la fonction correspondante KR, 
nous formons l’équation E, qui est aussi à coefficients rationnels. 
Si Gest le groupe de transformations de l'équation linéaire donnée, 
la fonction rationnelle R, qui reste invariable par les substitution: 
de! G, devra être une fonction rationnelle de x, pour un système 
convenable d’intégrales fondamentales, à savoir pour celles qui 
correspondent à l'équation f en V de notre théorie générale. Il 
résulte alors du second théorème fondamental que l’équation E 
admettra une intégrale rationnelle. Nous sommes donc conduit 
à rechercher si une équation différentielle algébrique admet pour 
solution une fonction rationnelle; c’est un problème que l’on ne 
sait pas actuellement résoudre dans toute sa généralité, mais, 
dans bien des cas, la méthode des coefficients indéterminés per- 
met, avec des considérations spéciales à la forme de l'équation, de 


trouver la solution rot 


Quoi qu'il en soit, en se plaçant à ce point de vue, on com- 
mencera les essais en prenant d’abord les groupes algébriques à 


‘un paramètre (2? uis, s’il n’existe pas d’intécrales rationnelles 
} PUS; P u 


pour! les équations E correspondantes, on passera aux groupes 
ayant, après les groupes à un paramètre, le moindre nombre de 
paramètres, et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on arrive, pour un 
certain groupe G à 7 paramètres, à une équation E ayant une so- 
lution rationnelle, tandis que pour tous les groupes à un moindre 
nombre de paramètres cette condition ne s'était pas trouvée réa- 


(:) En dehors des équations linéaires, nous citerons l'équation aux dérivées 

logarithmiques des intégrales d’une équation linéaire, qui à été étudiée à ce 
point de vue par Liouville. Dans son Mémoire couronné, Sur les équations dif- 
férentielles du premier ordre ( Annales de l’École Normale, 1892), M. Pain- 
levé a montré comment on pouvait résoudre le problème proposé pour toutes les 
équations du premier ordre et du premier degré. 
(2) Nous ne! nous occupons pas du cas où le groupe de transformations ne se- 
rait pas à un groupe continu, c’est-à-dire un groupe dépendant d’un ou de plu- 
sieurs paramètres arbitraires. Dans ce cas, l'équation aurait son intégrale générale 
algébrique, comme nous l’avons déjà dit dans une Note du $ 20. 
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lisée. Le groupe T de l'équation dépendra de r paramètres, car 
s'il dépendait de moins de 7 paramètres, nous aurions trouvé dans 
les essais précédents ‘une’ équation Eà intégrales /rationnelles ; 
d'autre part, il ne peut dépendre de plus de r paramètres, car 
dans le cas contraire une fonction rationnelle des Y, invariante 
pour les substitutions de G et prise au hasard, n'étant pas inva- 
riante pour les substitutions du groupe F qui aurait plus der pa- 
ramètres, ne pourrait s'exprimer rationnellement. Il résulte de là, 
ou bien que T coïncide avec le groupe G, ou bien que Fest un 
groupe complexe à r paramètres contenant le groupe G. En étu- 
diant de la même manière chacun des types de groupes à 7 para- 
mètres, on déterminera ainsi le groupe T, qui pourra être un 
groupe non complexe ou un groupe complexe, formé de plusieurs 
groupes (à à 7: paramètres. | 

La méthode que nous venons de suivre dans ce paragraphe, 
pour obtenir le groupe d’une équation linéaire, est, à très peu 
près, celle qu'a suivie M. Vessiot dans sa Thèse, déjà citée, sur 
les équations linéaires. Ce géomètre se sert même de ces considé- 
rations pour arriver à la notion de groupe, mais cette marche très 
naturelle et très intéressante, pour obtenir le groupe, quand on a 
acquis cette notion, laisse subsister des difficultés sérieuses pour 
arriver aux deux théorèmes fondamentaux. Aussi me paraît-il pré- 
férable, pour poser les bases de cette théorie, de suivre la voie 
que j'avais antérieurement indiquée et qui présente une analogie 
si complète avec la marche suivie par Galois dans la théorie des 
équations algébriques. | 

Remarquons, en terminant, qu’il ne faut pas s’exagérer l’im- 
portance des difficultés pratiques relatives à la recherche du 
groupe de transformations d’une équation linéaire. Il en est ici 
comme en Algèbre; les théories de cette nature ont surtout pour 
objet d'établir des classifications et d'indiquer des types pour 
les différentes circonstances qui peuventise présenter. Il arrivera 
généralement, dans les applications, que les considérations qui 
ont conduit à une équation donneront des renseignements sur son 
groupe; c'est ce qui arrive, par exemple, quand on étudie, au 
point de vue algébrique, les équations modulaires de la théorie 
des fonctions elliptiques. | 


ré 


M. À SD te ES" 
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V. — Études de quelques cas particuliers. 


28. Arrêtons-nous sur quelques exemples, et commençons par 
Pétude dés équations différentielles linéaires du second ordre à 
coefficients rationnels. Le groupe d’une équation arbitraire est le 
sroupe linéaire et homogèné d'ordre quatre. Les cas particuliers 
correspondront aux groupes à w#n, deux où trois paramètres, sans 
parler du cas où l'intégrale générale de l'équation serait algébrique, 
et que nous laisserons de côté. 

Considérons d'abord un groupe linéaire à un paramètre; 
supposons d’abord que les deux racines de l'équation caractéris- 
tique correspondant à la substitution infinitésimale sont distinctes : 
dans ces conditions, en effectuant une combinaison linéaire con- 
venable, les équations définissant le groupe sont 


dy DIE 
Pr 
dy its 
DER er 


et l’on à alors le groupé défini par les deux équations 


ATTEe at: ; , 
Il sera algébrique si = 6st commensurable, ét l’on a, par suite, le 


groupe 
Y, Eh AL (122728 


Yo — ÿVo.07, 


m et » étant des entiers. Si une équation linéaire du second 
ordre, à coefficients rationnels, admet ce groupe comme groupe 
de transformations, on aura évidemment comme invariants du 
groupe 

dy dY» 

dx dx FE 


bat ? Es 
vi J'? r1 


Il existera donc un système fondamental (y1, y2) pour lequel 
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ces trois expressions seront des fonctions rationnelles de +. Il en 
résulte, en pe ere que l’équation de Riccati, admettant comme 


intégrale Fe admet deux intégrales rationnelles; !cés intégrales 


étant obtenues, ce qu’on peut toujours faire quand elles existent, 
on aura y, et y» par des quadratures, et il n’y aura même enfait 
qu'une seule quadrature distincte, puisque la troisième des ex- 
pressions ci-dessus doit être rationnelle. 

Dans le cas particulier, où nous ne pourrions avoir la forme 
réduite qui précède, nous aurions, conformément à la théorie dé 
la réduction des expressions linéaires, les deux équations suivantes, 
pour définir le groupe, 


dy M 
déors 4e 
de FI AP 


et l'intégration de ces équations nous conduit au groupe 


Y1= Jet, 


Y, = pré ent + year 


Si a n’est pas nul, ce groupe ne sera pas algébrique; le seul 
cas qui nous intéresse est donc celui de &a—o, qui donné le 
groupe | 

Y 1 = V4, 
Y2 A JAI LA a LE à 


Puisque y, est une fonction invariante, y, est une intégrale 
rationnelle. Un second invariant sera fourni par 


dyi dya. 
Æ dx E Ve dx 


Cette expression sera donc une fonction rationnelle, et l'on ob- 
uendra par suite y: à l’aide d’une seule quadrature portant sur 
une foncüon rationnelle. Telles sont les circonstances extrêéme- 
ment simples qui se présentent quand le gr oupe de l’ éques est 
à un paramètre. ; 


29. Passons au cas d’une équation linéaire du second ordre 
dont le groupe serait à deux paramètres. Il faut commencer par 
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énumérer les types de groupes linéaires el homogènes à deux pa- 
ramètres. Nous avons deux substitutions infinitésimales, rédui- 
sons l’une d’elles à sa forme canonique; si aucune circonstance 
particulière ne se présente dans cette réduction, nous pouvons 
prendre, en nous reportant aux notauions du $ 7, 


0 0 
Ai(f)= ay: SE + bye JL (ad), 


qui représente la première transformation infinitésimale, la se- 
conde étant 


EU CE ren (27 Fe be in 
A(f)= ni Br) OMS 


Mais nous devons écrire que le crochet 
(AA) 


est une combinaison linéaire ÀA,(f)+ uA2(f). En calculant ce 
crochet, on trouve de suite 


) à 
Gb a)8ye La b)rri SE 


01 ( 
On doit donc avoir identiquement 


(b— a) 6 y =" aV1 + U(ay1 + By2); 
(a—b)yy1 = kbyaæ pOYT1 + 0y2); 


het u désignant des constantes. Ces équations donnent 


Àa +,u1= 0, (b—a)B = pb, 
(a—b)Yy = x; LOL po =.0: 


Puisque a — b < 0, il faut que 8 ou que y soit nul; mais ces deux 
hypothèses rentrent évidemment dans le même type, en permutant 
entre elles les lettres y, et 72; faisons donc $ — o, et nous aurons 
les deux expressions 


of of 
AC) = api 2 D b y EE, 
NPD ENS à Greene dr 
of jee ke 0 
D EAN PALETTE 


ui définiront un groupe à deux paramètres si l’on a la relation 
q P ; 
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résultant immédiatement des équations ci-dessus, 


el nous poserons 


IS 
8 | ©2 


Pour obtenir le groupe, il faut, conformément à la théorie g'é- 
O P ) , 

nérale indiquée dans la première Section de ce Chapitre, consi: 

dérer les deux équations M 


Li — (do Œrt- ha) Vi 


Î 


= hab + (Ya tt da) 


et les intégrer en choisissant les constantes de manière que, pour 


(= 0, 0n ait yi=yi,; Ya=ÿs. On trouve ainsi le groupe à deux 
paramètres entre (91, Y2) el (:yŸ, y2), les deux paramètres étant 
At et 24. On obtient ainsi, en changeant seulement de para- 


mètres, le groupe 
VE 


Ye pu Pa gi Ÿ2) 


7, et 5 étant les deux paramètres du gTOUpE qui sera algébrique si 
s est rationnel. On voit que 


sera un Invariant du groupe, et, par suite, si une équation linéaire 
du second ordre admet le groupe précédent comme groupe de 
transformations, l’équation de Riccati donnant 


dy 


dx 


"4 


aura une intégrale rationnelle. Mais on peut trouver autrement y\, 
car, en éliminant ©, et o, entre les équations du groupe et es 
équations dérivé ées, on trouve un autre invariant 


dÿ dyi 
Æ de Me 
He 


d'ortteiont 2x RSS 
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Pour le mettre sous forme entière, posons s — 5 nous aurons 


alors l’invariant 
dy: d q 
(nn) 


P+c 
FIN 


Cette expression devra être une fonction rationnelle, et, par 
suite, le numérateur étant connu par une quadrature, on oblien- 
dra y, par une extraction de racine. 

Nous nous sommes placé, pour obtenir les équations du groupe, 
dans le cas général où, pour l’une au moins des deux substitu- 
uons infinitésimales, les deux racines de l’équation caractéristique 
correspondante étaient distinctes. Il n’y a aucune difficulté à 
examiner tous les cas particuliers possibles ; nous laissons au lec- 
teur le soin de faire cette discussion et de montrer que, dans tous 
les cas, l’équation s'intégrera par quadratures, quand son 
groupe de transformations est à deux paramètres. 


30. Si nous voulions maintenant passer aux groupes à trois pa- 
ramètres, nous aurions à faire une assez longue énumération. Je 
ne m'y arrêlerai pas, et je remarquerai seulement que l’on ne doit 
pas s'attendre à ce que le fait d’avoir un groupe de transformations 
à trois paramètres diminue toujours la difficulté de l'intégration 
d’une équation du second ordre. Ilsuffit, en effet, pour s’en rendre 
compte, de prendre l’équation linéaire 


dy 


+ pa(æ)Y = 0, 


dx? 


où p:(x) est une fonction rationnelle arbitraire de x. On voit de 
suite que le groupe de transformations de cette équation est un 
groupe à trois paramètres; on a, en effet, 


dY> dvi 
LES ARR CRAN t. 
Vic Dre cons 


Le groupe de transformations sera donc le groupe à trois pa- 


ramètres 
Yi= ay; + dy, 
Y2= CYi + dy, 
avec la relation 
add —Hez=T: 
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et nous n’avons pas ici, comme dans les cas précédents, une équa- 
ion intégrable par quadratures. 


31. Pour faire une application d’uné autre nature, considérons 
une équation linéaire du troisième ordre 


By y dy 
(E) —— True Pa PA LOUE 26 sr + P3Y = 0 


dx3 
à coefficients rationnels, dont tous les points singuliers sont régu- 
hers, et supposons qu'entre trois solulions y4, Ye, 3 formant un 
système fondamental, il existe une relation algébrique 


ECTS) Er 


homogène et d’un degré nécessairement supérieur à l’unité (t), la 
courbe algébrique représentée par l'équation précédente! en coor- 
données homogènes étant irréductible. Envisageons le groupe G 
de l’équation (E). On peut évidemment supposer que le système 
fondamental y, y2, y3 correspond à une solution de l'équation 
en V désignée par f dans la théorie générale de la section précé- 
dente. Ceci posé, la fonction 


F(Yi, 2, V3) 


ayant la valeur zéro est exprimable rationnellement, et, par suite, 
elle reste invariable par les substitutions du groupe G. 

En désignant par Y,, Y», Y, les expressions linéaires en y,,Y2, 
correspondant au groupe de transformations de l'équation, on aura 


FLE N'ÉTN FOREST 
puisque 
F(Yi11 Yes Ya) = 0. 


Ces deux relations entre y,, ÿ+, y3 ne peuvent être distinctes 
) J'2) 3 ’ 
puisqu'il ne peut manifestement exister deux relations homogènes 


(*) Ce problème a été étudié par M. Fuchs dans un Mémoire inséré au Tome I 
des Acta Mathematica (Ueber lineare homogene Differentialgleichungen, 
zwischen deren Integralen homogene Relation hôheren als ersten Grades 
bestehen). M. Fuchs ne se place pas au point de vue de la Théorie des groupes 


de transformations; on va voir combien celle-ci se présente, naturellement dans: 


cette question. 


nc ds 


Rs V5 = de 


ee 
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distinctes entre les intégrales d'un système fondamental d'une 
5 Y 
équation du troisième ordre. La substitution faite correspond 
donc à une transformation de la courbe en elle-mème. 
Or, supposons d'abord que la courbe F soit de genre supé- 
rieur à un; elle ne pourra alors être transformée en elle-même 
que pour un nombre fini de transformations birationnelles (EX ET 


p. 436). Si donc on pose 


r: 73 
À 4 Ji 


l'équation de la courbe devenant 
DTA D) 0: 


il résulte du théorème rappelé que les substitutions de G con- 
duisent, pour w et ?, à un groupe fini de substitutions linéaires 
fractionnaires. Or, le groupe de l'équation linéaire étant contenu 
dans son groupe de transformations ($ 24), le groupe des sub- 
stitutions linéaires fractionnaires relatives aux diverses détermi- 
nations de w et sera contenu dans le groupe G’ des transforma- 
tions linéaires fractionnaires, relatives à w et », qui se déduisent 
du groupe de transformations de l'équation. D'après ce que nous 
venons de dire, le groupe G ne contient qu'un nombre fini de 
substitutions ; donc w et n’ont qu’un nombre limité de détermi- 
nations. Nous arrivons donc d’abord à la conclusion que les deux 
quotients 

| CRT EUX 

si: te de) 

sont des fonctions algébriques de +, que nous désignerons par x 
et p. Orona 


dx dx dx. | = e-fpidx, 


dy1 d2Ye 2V3 | 


On en conclut, en remplaçant y, et y; par uy, et py1, 


, 3 {du do de du\ She 
MAL A7 Prat Pr er re er 0 td 
P. — III. +7 
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et, par conséquent, y, s'exprime par une quadrature ebilentest 
de même pour y» eL73. Si les racines des équations fondamen- 
tales déterminantes pour tous les points singuliers de E sont com- 
mensurables, exponentielle qui figure dans le second membre 
sera nécessairement une foncüon algébrique, et l'intégrale géné- 
rale de l'équation sera alors algébrique. Ainsi l'étude de la nature 


des intégrales de l’équation (E) est très facile quand le-genre de 


la relation F est supérieur à l'unité! 

Nous sommes dans des circonstances moins simples si le genre 
de la relation F ne dépasse pas l'unité. La courbe F(1, #, v) = 0 
doit être alors une courbe qui se transforme en elle-même pour 
un groupe de transformations projectives. Or MM. Klein et Lie 
ont déterminé toutes ces courbes (Comptes rendus, 1870) etwoic 
le résultat auquel ils sont parvenus; ces courbes, pour un choix 
convenable de coordonnées, se ramène à une des formes 


T—Y4—=O, M = 6, LU T2 B VER 


Sans entrer dans le détail de cette recherche, 1l ne sera pas 
4 

long d’en indiquer le principe. Le groupe projecuf qui, par hy- 

pothèse, transforme la courbe en elle-même admettra au moinsun 

sous-groupe à un paramètre; soient 


dx dy: 
Pr D AAA) Tr = (ar). 


les équations définissant ce groupe F à un paramètre. Supposons 


que 
J(T, 9) 19 


soit l'équation d’une courbe que F transforme en elle-même. On 
aura nécessairement alors, pour tout point de la courbe, 


Pen 
D SE NS 
et, comme 
of of 
; dx -- 7 do, 


il en résulte que la courbe satisfait à l’équation différentielle 


dx dy 


— ——— € 


6 n 


be =: 1 
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La courbe cherchée sera done une courbe intégrale de cette 
équation différentielle. On conçoit alors comment, après avoir 
fait la recherche de tous les groupes projectifs, on peut, par l’in- 
tégration d’une équation différentielle, arriver aux courbes cher- 
chées. MM. Klein et Lie démontrent de plus que, pour les deux 
premiers types, en supposant que le premier ne se réduise pas à 
lPéquation d’une conique, il n’y aura pas d'autre groupe projectif 
transformant la courbe en elle-même que le groupe à un para- 


mètre 
X = ax, Y = by (a = b4) 


pour la première, et, pour la seconde, le groupe 


Xi ve, ME p (a = eb) 


. 
/ 


Revenons maintenant à notre problème. En laissant d’abord de 
côté le cas de la conique, nous aurons pour relation entre w et e 
le seul type 


IN — / 
um — pr, 


mel Étant des entiers, puisque le second type est transcendant. 
Donc. pour l'équation linéaire E, en excluant les cas déjà étu- 
diés et celui où la relation entre J13 Ja, a Serait du second degré, 
on peut admettre que cette relation a la forme 


ut — pr, 
+4 ÿe Vs £ 
A ONU UE 6 Le groupe relatif aux trans 
| 1 Ji 


formations de « et #, déduit du groupe de transformations de 
l'équation E, sera nécessairement, s’il dépend d’un paramètre ar- 
bitraire, le groupe 


Ù — au, V = be (am — br), 
On voit que l’expression 
du 
_ 


“ 


est une fonction rationnelle de Vis Jar Ya réstant invariable par 
les substitutions du groupe de l’équation, et, par suite, w s’ob- 
tiendra par une quadrature, et + s’en déduira immédiatement. Il 
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en résulle que w et # seront de la forme 
(x — a) (æ —as3)2. + de 


On aura ensuite y, par la formule ()), et y, sera de même 
forme, ainsi que Yo el ÿ3: 

Supposons, en particulier, que les racines des équations fon- 
dämentales déterminantes soient commensurables pour tous, les 
points singuliers de E; il est visible que ÿ1, #2, Ja seront alors 
algébriques, et nous retrouvons alors un théorème donné par 
M. Fuchs dans le Mémoire cité : 

Si la relation F est de degré supérieur à deux, l'équation E 


227 À s 72 Ke 4 # S 
s'intègre algébriquement. 


39. Il reste à examiner le cas où la relation F est du second 
degré. M. Fuchs démontre alors que l'équation E est l’équation 
donnant le carré de l'intégrale d’une équation linéaire du second 
ordre. Nous allons l’établir, en nous plaçant toujours au point de 
vue de la théorie des groupes de transformations. 

On peut supposer que la relation quadratique à la forme 


Yi —Y1Y2 = 0: 
Le groupe de transformations de l'équation | 


Y,= ay1 + 0Ya + CYa, 
(S) Y=a'yit 0 ÿiTCYs 
Ÿ> = a" y; ax b'Ya + CVs, 


sera nécessairement un sous-groupe du groupe général à quatre 
paramètres, transformant en elle-même l'équation y} —Yy1)2 = 0: 
Posons alors 

Luz VY Pare V2; 
on en déduira 


nous avons donc 


Soit de même, 


I 


Y, = U?, Yo = V?, Ya'= UV 


CPE  -aishe 


QT 
(14 
Qt 
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nous aurous alors 
U2 = au? + be? + cuv, 
V2=a'u?+ b'o?+ c'uv, 


UV = au? + b'o2 + c'uv. 


Or w et v élant fonctions des deux quantités y, et Y2, ainsi que 
U ét V, ilest clair que U et V sont des fonctions de w et #, et ce 
sont les expressions de U et V en w et 0 que nous nous proposons 
précisément dé trouver. Or, des trois dernières équations écrites, 
ôn peut conelure que U et V sont des fonctions linéaires de w 
eu p. Les a, b, c sont, en effet, tels qu'on a; quels que soient w 
ep, l'identité 

(au? + be? + cuv)(a'u? + b'p2 + c'us) = (a"u?+ be? + c'uv }. 

Il en résulte, ou bien que les deux trinômes 


au? + by? + cuv, a'u2— b'o2—+ c'uv 


ne, différent que par un facteur constant, où bien que chacun 
d’eux est un carré parfait. La première hypothèse est inadmis- 


sible, car on aurait alors 


c” 
es EN ee | mes 50 9 
C 


et, par suite, le déterminant de la substitution (S) serait nul, ce 
qui est impossible, car les Y doivent être comme les y des inté- 
grales formant un système fondamental. Il en résulte que nous 
sommes dans le second cas, et alors U et V sont des fonctions 
linéaires de w et ». Par suite l'équation linéaire du second ordre 


ayant pour intégrales 


Vris. Ve 


sera à coefficients rationnels, puisque les coefficients de cette 
équation, mise sous la forme 


E eue Fi — 
(E) Ds +P + Qs=0, 


seront des fonctions rationnelles de y,, y», invariantes par les 
substitutions du groupe de l’équation (E). Nous arrivons donc à 
la conclusion que l'équation (E) est l’équation obtenue en posant 


T= 


Du 


556 CHAPITRE XVII, | 


z étant l'intégrale générale d’une équation (E') du second 
ordre : c’est le résultat obtenu d’une autre manière par M:Fuchs, 
On pourra aussi consulter sur ce sujet divers Mémoires de MMLa- 
guerre, Appell et Goursat (!). Je montrerai seulement, pour ter- 
miner, comment on pourra reconnaître si une équation linéaire 
donnée 

sage 3 B RAS dy 


HT a Y= es CG — PE Dre = O , 


rentre dans la catégorie précédente. Si l’on pose 
J'—EE?, 
3 étant l'intégrale générale de l’équation 54 # 


d? Z dz b 
=. (A ——: +4"023, (4 ty 
dÆU0 dr : Een) 


on aura, pour y, d’après ce que nous avons vu (S 10), une équa- 
on du troisième or dre ; un calcul facile donne pour celte équation 


72 2 à [ | | 
RE pd — (boat 7) dy (D —rab) 720 


dx? dx) dx dx 


En identifiant cette équation avec celle qui a été écrite plus 
haut, on à 1 


— — JO son SAC rc :,,48 
B=—— a, SEPT 40 de? De à (rad 4 


L’élimination de «a et b entre ces trois équations donne l’équa- 
on de condition 
dB dB dG 


AB + GB Et nn — 6BC— 3 + ado, at, 


qui exprime la condition cherchée. 


ee 


(*) LAGUERRE, Comptes rendus, t. LXXXVIIE, p. 124 et 216; APPELL, Annales 


de. l’École Nor male, 1881; GoursAT, Bulletin de La Société mathématique, 
1883. 


.1 
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VI: — Réduction du groupe de transformations d’une équation 
linéaire ; théorème de M. Vessiot sur les équations intégrables 
par quadratures. 


33. On peut, relativement à la réduction du groupe de trans- 
formations d’une équation linéaire, développer une théorie ana- 
logue à celle quia été étudiée daus la Section VI du Chapitre pré- 
cédent; c’est l’objet de la thèse déjà citée de M. Vessiot. Ce sujet, 
pour être approfondi, demanderait sur les groupes de transforma- 
tons des études plus complètes que celles qui ont été faites plus 
haut; il appellerait d’ailleurs encore bien des recherches. Nous 
allons nous borner aux analogies les plus immédiates entre les 
deux théories en nous plaçant à un tout autre point de vue que 
M. Vessiot'et en prenant toujours pour guides les idées de Galois 
sur la théorie des équations. 

Nous considérons, pour un domaine donné de rationalité, une 
équation linéaire ayant le groupe G comme groupe de transfor- 
malions. Soit 


/ 


ù Vu y : dy ) 
HR EDEOTAEUTES dr ; 
une fonction rationnelle d’un système fondamental d’intégrales, 
dont les coefficients sont des fonctions de x appartenant au do- 
maine de rationalité. Reprenons aussi l'équation 


dv dP V\ 
( OV) 09,4% | à 
f) J ( rar ; dx? ) | 
d'ordre p qui joue dans notre théorie le rôle essentiel. En rem- 
plaçant les y par leurs valeurs en fonction de V, on peut regar- 
der # comme une fonction de V et de ses dérivées, et nous écri- 
rons 


s dV dP M 
(a) Sy (Va Dee x) 


S1 la fonction v est prise arbitrairement, elle dépend de p con- 
stantes arbitraires, quand on prend pour V l'intégrale générale 
de l'équation /; la fonction  satisfera alors à une équation diffé- 
rentiellé d'ordre p. Mais il pourra arriver que, V étant toujours 
l'intégrale générale de f, la fonction © ne dépende que de p' con- 
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stantes arbitraires: (p'<p). Dans ce:cas, @:satisferai à: une: el étjudss 


tion différentielle d'ordre pi} | toit leagtt 55 
do dP'o 
2 ZT : 11 
(e dr” 4) £ 


les coefficients étant des fonctions de #appartenant aa domaine) 
de rationalité. On voit que cette équation est analogue à l’équa- 
uon S(v) = o considérée dans le Chapitre précédent au $ 32. 

Si l’on prend pour V une intégrale déterminée + de f, la fonc- 
Lion © est complètement déterminées Quand on remplace par 
la combinaisôn linéaire de:vtet'ses dérivées, qui‘ donne l'intégrale 
générale def ($ 20), on obtient par hypothèse une fonction dépens 
dant, non de p; mais seulément de p'arbitraires! Ten résulté quéla” 
fonction + restera invariable pour les substitutions-dlun! groupe G!! 
de transformations dépendant de p — p! arbitraires. Ce groupe G’ 
dépendra, en général, de la solution choisie’#, maisil peut arriver 
que ce groupe ait un sous-groupe T ne dépendant pas de y; alors 
ce sous-groupe T; dont nous désignerons par's lé-nombre des àr- 
bitrares,: laisse invariables toutes: les fonctions ÿ déduites de là’ 
fonction initiale par toutes les) substitutions du groupe;,on peut: 
encore dire qu'il laisse invariables toutes les intégrales de S. IL est. 
l'équivalent du groupe (H) qui, en Algèbre, PR invariable Les” 
fonctions racines d’une équation S(v) (S 34 du Chapitre XVI). 


34. Avant d'aller plus loin, cherchons quelle dépendance existe, 
entré deux fonctions rationnelles des intégrales! et'déleurs déri" 
vées restantinvariables parles substitutions d’un même groupe € | 
contenu dans Get dépendant deg arbitraires! nous supposons | 
que la fonction © considérée ci-dessus ‘rèste in Var fable par les 
subslitutions de ee et par ces substitutions séülerñiént./} °241HPDp 

Quand on met à la place dé V'une intégrale déterminée p de 
l'équation f, la fonction rolqmos dis 


FOUT 


: QE dpV + | EE 


tr 1199) EX 


envisagée plus haut. ($33), représente une fonction /détérminées 


de x, que nous désignons par o,1et elle reste invariable quandion! 
met à la place de v une autre intégrale V dépendant de: constantes" 


1 


"7 PR dé 


De pod 


Fe 


LA 
à 
è 
3 
4 
‘ 
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arbitraires, cette intégrale correspondant précisément au groupe G, 
de transformations; ceci revient à dire que, les deux équations 
différentielles en V, désignées par (f) et (x), ont une solution 
commune dépendant de g constantes arbitraires. On peut former, 
par des calculs d'élimination, l'équation différentielle d'ordre q 
donnant cette solution; elle sera de la forme 


RÉAMNT A EURE AA Te 


2LEE 5Y8 DIET 
dx dxa ?’ dx 


Où nous ayons mis en évidence et ses dérivées. 

Soit maintenant £, une seconde fonction rationnelle des inté- 
grales restant invariable par les substitutions de G, ; nous pouvons 
exprimer les intégrales y, .., Yn à l’aide d’une fonction V in- 
tégrale de l’équation R : cette fonction ®, prend alors la forme 


ÉSTRRAL CN AMP ASE 
Der OMiutane nine 1 SE nes je 


et elle doit rester invariable, quand on met à la place de V une 
intégrale quelconque de l'équation R. Si cette dernitre équa- 


: EUR: FRET j ; ; , diV 
tion est algébriquement irréductible par rapport à ie et que 


\ soit son degré par rapport à cette dérivée, on réduira dans 
%1 nus sous la forme d’un quotient de polynômes, le numé- 


rateur et le dénominateur à être seulement de degré À— 1 en 


diV +: . À n Cr ; , 
gen se servant de l'équation R, et dans Y1 ainsi préparé, on 


voit immédiatement, en raisonnant comme nous l'avons fait dans 
l'établissement du second théorème fondamental (Section IV de ce 
Chapitre), que V et ses dérivées doivent disparaître, et, par suite, 
2, S exprime rationnellement à l’aide de v, de ses dérivées et des 
quantités du domaine de rationalité. 

S1 R n’était pas algébriquement irréductible, le groupe G, se- 
rait complexe, mais ©, restant par hypothèse invariable pour le 
groupe G, le raisonnement précédent est applicable à tous les 
groupes non complexes composant G,, ét nous avons toujours la 
même conclusion qui rappelle entièrement le théorème de La- 
grange étendu aux valeurs numériques des fonctions rationnelles 
des racines d’une équation : la fonction v, s'exprime rationnel- 
lement à l’aide de vet de ses dérivées. 

PTIT. 87. 
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39. Nous arrivons maintenant à la réduction du groupe d’une 
équation. Adjoïgnons au domaine primiüf l'intégrale générale # de 
l'équation S considérée plus haut, qui reste invariable parles sub- 
stitutions du groupe T du $ 33. Nous allons établirque l’adjonction 
de » réduira àT le groupe de l'équation donnée, proposition 
toute semblable à celle qui a été établie au $ 33 du Chapitre précé- 
dent. Eu effet, après l’adjonction dev, le groupe de l’équation ne 
peut contenir que des substitutions du groupe initial G'n’altérant 
pas 9; donc le groupe ne peut être que F ouun groupe contenu 
dans F. Mais 1l est facile de voir que toutes les subsututions de T 
feront partie du groupe cherché, car toute fonction dés intégrales 
exprimable rationnellement, après l’adjonction de e, s’exprimera 
rationnellement à l’aide de w et de ses dérivées; elle restéral donc 
invariable par toutes les substitutions del. Inversement, toutes 
les fonctions des intégrales, invariables par les substitutions detF, 
s'expriment rationnellement à l’aide de © et de ses dérivées, 
d’après le théorème du paragraphe précédent. Le groupe de 
l'équation, après l’adjonction de ©, est donc bien le groupé F2 


36. On peut étendre à un sous-groupe F, content dans ‘un 
groupe G de transformations, la notion de sous-groupe invariant'i 
important dans la théorie algébrique ; il n’y à rien à changer à 
la définition. Montrons que le groupe l, auquel nous venons de 
réduire le groupe de l'équation, est inoariant ee le groupe 


DA de ON QRe 
CE 


et cette fonction ne change pas quand on remplace + par une 


initial G. Nous avons 


-6 
Î 


combinaison linéaire de » et de ses dérivées répondant précisé- 
ment au groupe l: Soit À une substitution de F, et: $ unesubsti 
tution quelconque de G; la substitution s transforme les\y en 
des Ÿ, et, par suite, en une, certaine intégrale V def: La fonc- 
ion © devient D,.et l’on a LA 


ZA dP V 
PEUX (y, ayei"er de 


Cette fonction D, considérée comme fonction des Y} resté in- 
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variable quand on effectue sur ceux-ci la substitution k, ce qui re- 
vient à remplacer V par la combinaison linéaire de V'et de ses 
dérivées dont nous avons parlé plus haut. Si, enfin, on rémplace 
les Ÿ par les y, c’est-à-dire si l’on effectue la substitution s-*, on 
retombe sur la fonction ©; par suite, la substitution 


s—1hs 


transforme la fonction ven elle-même. Donc cette substitution 
appartient à T, Aïnsi la transformée de h par une substitution 
quelconque 57! de G apparüent à Ÿ : c’est dire que ce dernier 
groupe est invariant dans G. 


37. On voit que l’on est conduit par les théorèmes précédents 
à décomposer, s’il est possible, G de manière à avoir une suite de 
groupes algébriques linéaires et homogènes 


G, G1, .…., (BE 


tels que chacun d’eux soit un sous-groupe invariant du précédent, 
le dernier groupe G;, n'ayant pas de sous-groupe invariant dépen- 
dant de paramètres arbitraires. Par V’adjonction successive des 
intégrales d'équations S, nous ramènerons, à ne plus avoir d’arbi- 
craires, le groupe de l’équation qui sera alors intégrée. Déjà 
M. Lie, dans la théorie générale des groupes, avait été conduit à 
envisager, pour un groupe de transformations quelconque, une 
suite analogue à la précédente, où chaque groupe ést un sous- 
groupe invariant du précédent. On peut même supposer de plus 
que chaque groupe est un sous-groupe invariant maximum du 
précédent, c’est-à-dire que, étant considérés par exemple G et 
Gi, iln’existe pas de sous-groupe invariant de G, dépendant d’un 
plus grand:nombre de paramètres que G,, et contenant G,. L’éta- 
blissement, d’une telle suite constitue ce que M. Lie a appelé une 
décomposition normale du groupe G en une série de sous-groupes, 
et: l’on peut établir à ce sujet un théorème qui rappelle celui de 
M. Jordan. Mais nous n'insisterons pas sur tous ces points qui 
nous entraîneraient trop avant dans la théorie des groupes de 
transformations. Nous allons étudier seulement le cas où l’on ad- 
Joindrait les intégrales d’une équation différentielle auxiliaire, 
étude analogue à celle qui a été faite au $ 36 du Chapitre précédent. 
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38. Supposons que nous adjoignions au domaine primitif de 
rationalité l'intégrale générale r de l’équation 


dr p dir 
a PAGBAAPIAMEASeNEE 


que nous désignerons par F(r)=— 0. Nous supposons que l’équa- 

tion n’a de solution commune avec aucune équation algébrique 

d'ordre moindre; les coefficients de P, qui est rationnel par rap- 

port à r et ses dérivées, appartiennent au domaine de rationalité. 
S1 l’adjonction de r réduit le groupe, l’équation 


dV dPV 
f(v. D ses Tr) a à 


aura une intégrale, correspondant à un système fondamental, 
commune avec une équation différentielle d'ordre moindre, dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités du 
domaine primitif, de r et ses dérivées. Soit , l'équation d’ordre 
minimum jouissant de cette propriété; l'équation 


(p'£p) 


dv dPN dr dir 
filV de PU TL AP ET TS RE ER O 


Joue, dans le nouveau domaine de rationalité, le rôle que jouait f 
dans le domaine primitif. Le groupe de transformations de 
l'équation, après l’adjonction de r, dépend de p' paramètres. 
Nous allons établir, au sujet de ce nombre, une inégalité très im- 
portante. Je dis que 
P'2p— à. 

Supposons, en effet, p'— p — 1 — 0; différentions À fois l’équa- 

tion f,. Nous aurons ainsi À +1 équations entre 


dV de-pV dr DEL 


Ÿ, dr 7? gpr0p) (T2 GR 00030 RE 


Nous pouvons entre ces équations éliminer r et ses À — 1 déri- 
vées, et nous aurons ainsi une relation de la forme 


. ax. dP—pV 


où les coefficients appartiennent au domaine initial de rationalité. 
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L'expression V, correspondant à un système fondamental, satisfe- 
rait donc à une équation d’ordre moindre que p, ce qui estim- 
possible. Cette équation ne se réduira pas. à une identité, car 
chaque équation contient une dérivée de V ne figurant pas dans 
les précédentes. 
*TPinégalité 
Vire p'àpX 
est donc établie et nous pouvons, par suite, dire qu'après l’ad- 
jonction de r, le groupe de l'équation contient au moins p — 
paramètres. Nous désignérons par G le groupe initial, ét par F le 
groupe après l’adjonction de r. 

IL importe d'approfondir davantage la nature de ce groupe F. 
Pour une intégrale r de F(r)— 0; nous avons une équation f, dé- 
terminée, et l'intégrale générale de cette équation s'obtient linéai- 
rement à l’aide d’une intégrale particulière et de ses dérivées, les 
coefficients qui appartiennent au domaine primitif dépendant de 
p' arbitraires. Je dis que, si l’on met à la place de r une autre 
naine R de F, l'intégrale générale de la nouvelle équation f; 
s’exprimera de 1e même manière au moyen d’une intégrale parti- 
culière et de ses dérivées. Désignons par 


aN * 
ù(v, Dit.) 


l'expression de PAnLEBTAe de f;, correspondant à r ; les deux 


équations 
PETN dPr'V dr 
AN mea ce 0 
dO 
gi(or EP, torse Ne 


sont deux équations en V, et toutes Îles solutions de la première 
appartiennent à la seconde; ceci entraine des relations'entre 7 el 
ses dérivées, qu’on peut ramener à l’ordre À — 1 au plus. Ces 
équations de condition doivent être des identités, d’après l’hÿpo- 
thèse faite sur l’irréductibilité de F, et l’on en conclut de suite le 
résultat annoncé. On remarquera encore que l’on passe de l’é- 
quation fi, correspondant à 7, à l'équation fi, qui correspond 
à R, en remplaçant V par une combinaison linéaire convenable 
dé V'ét de ses dérivées. 
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39. l'intégrale générale de f, appartient à f; pour uneunté- 
grale 7 de F, l'équation f, en V a son intégrale générale dépendant 
de p' constantes arbitraires; en faisant varier 7, on doit obtenir 
toutes les intégrales de f, car si l’intégrale générale de f, dépen- 
dait de moins de p constantes (y compris les constantes figurant 
dans 7°), on formerait par des calculs algébriques équation d'ordre 
inférieur à p dont dépendrait cette fonction, et cette équation au- 
rait ses coefficients appartenant au domaine. initial de rationalité. 
Le nombre p ne pourrait pas alors correspondre au groupe de 
l'équation pour ce domaine. 

Nous pouvons maintenant démontrer que FL est un sous-groupe 
invariant de G. Soit une intégrale 6 correspondant à une équa- 
uon /, dans laquelle on à mis une certaine intégrale r de F; ül 
correspond à 6 des intégrales y, Yo, 4.., Yn. de l'équation pro- 
posée. Effectuons sur les y une substitution quelconque s du 
groupe G; les y deviennent des Y auxquels correspond une fonc- 
on V. Celle-ci est une intégrale d’une équation /, dans laquelle 
r a été remplacée par R. En effectuant sur les Y une substitution 
h de F, on remplace V par une autre intégrale V’ de la même 
équation, d’après ce que nous avons dit plus haut; enfin la 
subsütution s7! nous ramène de V’ à une intégrale +! de l'équa- 
ion initiale f, relative à r. La conclusion est que la substitution 


skis, 


transformée de } par s-!, appartient au groupe l', puisqu'elle est 
la substitution correspondant au passage de + à v!/; donc l'est in- 
variant dans G. 

Il'est inutile d’insister sur l’analogie des théorèmes précédents 
avec les propositions établies au $ 36 du Chapitre précédent. 


40. Nous allons appliquer, avec M. Vessiot, le théorème 
précédent à la recherche des équations linéaires intégrables par 
quadratures; c’est un problème que l’on peut regarder comme 
l’analogue du problème de Galois, relatif aux équations résolubles 
par radicaux. Mais il nous faut auparavant revenir un instant sur 
la théorie générale des groupes de transformations pour définir 


une classe particulière de groupes étudiés par M. Lie. Un groupe 


de transformations est dit intégrable s'il contient un sous-groupe 
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invariant ayant wn paramètre de moins que lui, celui-ci de même 
et'ainsi de suite. Nous aurons donc une suite 


/ 


a 
GC, Gi, …….., ER 


chaque groupe étant un sous-groupe'invariant du précédent et 
aÿant un paramètre de moins que lui, et le dernier groupe étant à 
un seul paramètre. 

M: Lie a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu’un 
groupé d'ordre 7 soit un groupe intégrable. Cette condition est 
la suivante : on pourra prendre les r transformations infinité- 
simales du groupe, que nous désignons comme précédemment par 


X; Gé Ka) LS n XACHY, 
de telle sorte que tout crochet 
(X;Xi4x), 


qui doit être une combinaison linéaire des X, soit seulement une 
combinaison linéaire de 
Xi (f); Xa(f ): #1; X:4H21(P). 

Il s’agit ici de groupes de transformations quelconques. Si l’on 
considère des groupes linéaires et homogènes, M. Lie (!) a dé- 
montré que, le groupe étant supposé intégrable, on peut choisir 
les variables de manière que toutes les transformations infinitési- 
males du groupe soient de la forme 


n D ES 
SO ...,) OT —=,610 y 


O2 


N 


ë, ne dépendant que de ,, & que de x, et æ», ..., et, d’une ma- 
nière générale, E; de æi, Æ,..., æ;, toutes les lettres € représen- 
tant d’ailleurs des fonctions linéaires et homogènes. 


A1. Considérons maintenant une équation linéaire 


dr V di * 


(421) An en m2 | RAT ess AmY = 0, 


que nous supposons intégrable par quadratures. Soit G son 


(1) S. Lie, Zheorte der Transformationsgruppen, L. I, p. 589. 
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groupe. L’adjonction d’un certain nombre de quadratures, qui 
se présentent d’abord dans le calcul de l'intégrale, peuvent ne 
pas réduire G, mais il arrivera nécessairement un moment où 
l’adjonction d’une quadrature réduira le groupe de l'équation ; 
or, adjoindre une quadrature ; c’est adjoindre une intégrale de 
l'équation 


D appartenant ici au domaine primitif auquel on a adjoint les 
quadratures antérieures qui par hypothèse ne réduisaient pas le 
groupe. L’adjonction de 7 diminuant le nombre p des paramètres 
de G, le groupe se trouve ramené, d’après le théorème du $ 39, 
à un groupe d’au moins p — 1 paramètres (À — 1); le groupe 
réduit G, aura donc ce nombre de paramètres. On continuera ainsi 
jusqu’à la réduction du groupe de l'équation à un groupé ne rén- 
fermant plus d’arbitraire, et alors l'équation sera intégrée. 
Nous aurons donc une suite de groupes 


Ge MINE REC 


chaque groupe étant un sous-groupe invariant du précédént, la 
différence du nombre des paramètres de deux groupes consécutifs 
quelconques G:; et G;,1 étant égale à l'unité, et le dernier groupe 
ne dépendant que d’un paramètre. Nous pouvons donc dire que, 
st une équation linéaire est intégrable par quadratures, son 
groupe de transformations est intégrable. 


42. La réciproque de ce théorème est exacte : nous allons mon- 
rer que si le groupe de transformations d’une équation linéaire 
est intégrable, cette équation sera intégrable par quadratures. 

Il résulte d’abord du théorème du S 40, que l’on peut choisir. 
les intégrales d’un système fondamental de telle sorte que les 
an BARRE finies du groupe soient de la forme 


1 = 41 JA5 
Yo = Aa Yi + GroŸa;, 
Y: = 31 V1 + A9 Ve + A33 Vas 


à ’ » 
dE — Am V1 + Am2Y2 FF... + AnmI m. 
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Le groupe G de l’équation ne comprenant que des transforma- 
tions de cette forme, il est visible que l'expression 


dy: 
dx 


J'1 


reste invartable par les substitutions de G et est, par suite, 
exprimable rationnellement. 


Nous aurons donc une première intégrale dont la dérivée lo- 
garithmique sera rationnelle. Faisant alors le changement de 


variable 
Y = af dœ, 


nous aurons une équation d'ordre m —1, dont l'intégrale géné- 


rale sera 
GREY 
dæ \Yy1 
En désignant par 3,, 3°, ..., äm_1 les intégrales de cette équa- 
tion correspondant à yo, ..., JYm, S0n groupe aura seulement des 


substitutions de la forme 


Z; — 22Z1; 
a 


L-1 = Œn,2 81 + Am,3 82 Fe. + Am,mÆm 1. 


Nous pouvons donc raisonner sur l’équation en z comme sur 
l'équation initiale. Nous aurons pour l’équation en 3 une inté- 
grale dont la dérivée logarithmique sera rationnelle dans le nou- 
veau domaine de rationalité, c’est-à-dire après l’adjonction de y, 
au domaine primitif. On continuera ainsi, de proche en proche, 
et l’on voit que l’on trouvera, par des quadratures successives, tous 
les éléments d’un système fondamental. Le théorème énoncé est 
donc établi, et nous avons la proposition suivante, due à M. Ves- 
SiOL : 


La condition nécessaire et suflisante pour qu'une équation 
linéaire soit intégrable par quadratures est que son groupe 
de transformations soit intégrable. 
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43. Il résulte immédiatement de là et des théorèmes généraux 
de M. Lie sur les groupes linéaires que l’équation générale 
d'ordre m, c’est-à-dire une équation linéaire dont le groupe est 
le groupe général à m? paramètres n’est pas intégrable par qua= 
dratures. M. Lie a, en effet, montré (‘) que le groupe linéaire à 
m? paramètres admet un seul sous-groupe invariant d'ordre 
m? —1; c’est le groupe pour lequel le déterminant de la substi= 
Lution est égal à l'unité. De plus, ce dernier groupe n’admet aucun 
sous-groupe invariant. Il est clair alors que les conditions du pa- 
ragraphe précédent ne sont pas remplies. 

Nous n’insisterons pas davantage sur la théorie des groupes 
de transformations d'une équation différentielle linéaire. Nous 


# us A *, Ax 
t F 
\ ÿ 
UT, 


pensons avoir suffisamment montré, dans cette Section et dans. 


la précédente, l'intérêt de cette théorie, qui n’est que Pextension 


bien naturelle à une question d'Analyse des idées si fécondes 


introduites en Algèbre par Galois. 


(*) S. Lx, Theorie der Transformationsgruppen, Lt. E, chap. AXVI: 
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